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Prefacio

Este libro ofrece una introduccién a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO), orientada a
estudiantes de los grados en Matemaéticas y Fisica Aplicada. El contenido sigue el programa oficial de la

asignatura y combina el desarrollo tedrico con herramientas préacticas para abordar y resolver problemas.

El objetivo es que sea un material valido como referencia para cualquier disciplina STEM que necesite una
introduccién a esta rama de las matematicas. Por eso se busca un equilibrio entre rigor tedrico, claridad

expositiva y enfoque practico.

Para ideas para extender, erratas o cualquier otro tema relacionado con los apuntes, contactar a

pablolobatodelacruz+ode@gmail.com

Introducciéon

Al igual que la Estadistica es la disciplina de las matematicas que estudia la incertidumbre, o que la
Geometria se ocupa de la forma y el espacio, las Ecuaciones Diferenciales constituyen la rama que
estudia el cambio. En esencia, una ecuacién diferencial describe cémo una cantidad varia en funcién de
otra, caracterizando una funcién a través de su tasa de cambio o derivadas.

El estudio de las ecuaciones diferenciales surge de la necesidad de modelar fenémenos naturales y procesos
dinamicos evolucionarios: el crecimiento de una poblacién, el enfriamiento de un cuerpo, la descarga
de un condensador, el movimiento de un péndulo o la propagacion de una enfermedad. En todos ellos, la
informacién esencial no proviene de valores aislados, sino de cémo esas magnitudes cambian con respecto

al tiempo o a otras variables. Por ejemplo:

y =Yy

El desarrollo de las ecuaciones diferenciales estd intimamente ligado a la historia de la ciencia. Desde
Newton y Leibniz, quienes establecieron las bases del cédlculo, hasta Euler, Lagrange y Laplace,
que las convirtieron en un lenguaje universal de la fisica, las EDO han sido la herramienta central para

expresar las leyes del mundo en forma matematica.

Este libro esta dedicado al estudio sisteméatico de esas ecuaciones, sus métodos de resolucién y su
interpretacién. Nuestro objetivo va mas alla de la técnica: busca mostrar las ideas profundas sobre la

dindmica de los sistemas, el orden oculto del cambio y la belleza del razonamiento que los describe.

Enfoque del contenido

En este texto nos centraremos exclusivamente en las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Nuestro
propésito serd doble: comprender sus métodos de resolucion y analizar su interpretacion

geométrica y cualitativa.
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Sobre el material 2

El estudio analitico nos permitird encontrar soluciones explicitas o implicitas, mientras que el enfoque
geométrico nos ayudara a visualizar el comportamiento de las trayectorias, los campos de direcciones
y los puntos de equilibrio asociados a cada sistema. De este modo, aprenderemos no solo a calcular
soluciones, sino también a interpretar su significado dinamico.

Sobre el material

El libro esté disefiado para ser autocontenido. Se puede descargar el pdf (enlace en el titulo del indice a
la izquierda) aunque hay material interactivo exclusivo en la web.

Objetivos de Aprendizaje

Al finalizar este curso, el estudiante serd capaz de:

= Comprender los conceptos fundamentales de las ecuaciones diferenciales ordinarias
s Clasificar y resolver diferentes tipos de EDO de primer orden y de orden superior
= Aplicar técnicas analiticas para sistemas de ecuaciones lineales

= Utilizar métodos cualitativos para analizar la estabilidad de sistemas

= Resolver problemas de valor inicial y de frontera

= Aplicar las EDO a problemas de modelado en ciencias e ingenieria

Prerequisitos

Contenido detallado

1. Ecuaciones diferenciales y sus soluciones

= Introduccién a las EDO y terminologia.
= El problema de Cauchy.

= EDO como modelos.

= Curvas integrales.

= Introduccién a los sistemas dindmicos y aplicaciones.
2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

= EDO variables separables y homogéneas.
= EDO exactas.

= EDO lineales.

= EDO segundo orden. Reduccion de orden.

= Modelos con EDO de primer orden.
3. EDO de orden superior y lineales

= Preliminares.
= Ecuaciones lineales de orden superior.
= Modelos con ecuaciones lineales.

= Ecuacién de Cauchy - Euler.

4. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
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= Sistemas lineales de primer orden.
= Matriz Exponencial.
= Planos de fases.

= Sistemas no lineales.
5. Estabilidad
6. Teoria de Frobenius para EDO de segundo orden

= Soluciones en puntos ordinarios.

= Soluciones en puntos singulares.
7. Problemas de valor en la frontera
= Problema de Sturm - Liouville.
8. Transformada de Laplace

= Definicién y propiedades.
= Célculo de transformadas y antitransformadas.

= Aplicacion a la resolucién de ecuaciones.

Agradecimientos

Este material ha sido desarrollado de forma independiente como apoyo a la docencia en la Universidad
Nebrija, a la que agradezco por la oportunidad de ensenar la asignatura. También agradezco a las personas

que han contribuido al curso con los seminarios: Federico Herrero, Loreto Pelaez y Javier Gutiérrez.



Capitulo 1

Introduccion a las Ecuaciones diferenciales

1.1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son relaciones matematicas entre una funcién y sus derivadas. Por ejemplo:

y =ky keR

El estudio de estas ecuaciones se motiva por su capacidad para modelizar fenémenos naturales que se

expresan naturalmente como ecuaciones diferenciales

Ejemplo 1.1. Un ejemplo conocido es el disparo parabdlico, que surge de aplicar las leyes de Newton al
movimiento de un proyectil. Un canén dispara una bala desde la altura h, con una velocidad de 30m/s
y un angulo «. Se puede expresar la posicién de bala de canén a través del siguiente sistema, donde el

vector (z(t),y(t)) describe la posicién de la bala en cada instante de tiempo ¢:

y” = —9.81

" =0

y’(0) = 30sin «
z'(0) = 30cos
y(0) = hg
z(0)=0

Nota: Esta seccién contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web
Este problema conocido por el lector introduce algunas preguntas clave de esta asignatura:

s ,El problema tiene solucién? ;Es tnica?
= ;Se puede resolver de forma explicita?
= ;Se puede aproximar numéricamente?

= ;Como varfan las soluciones en funcién de los parametros como gravedad y altura inicial?

Nuestra capacidad de entender y predecir fendmenos del mundo real depende directamente de comprender

y analizar las ecuaciones diferenciales que lo describen.

Ejercicio 1.1. Resolver separadamente las ecuaciones del problema anterior y” = —9.81, 2”7 =0y

entender como se relacionan con el problema
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES )

1.1.1. Los tres enfoques distintos a las ecuaciones diferenciales

Las preguntas del ejemplo anterior adelantan los tres enfoques de estudio principales:

1. Analitico: centrado en calcular una expresién exacta de las soluciones
2. Cualitativo: centrado en describir el comportamiento de las soluciones sin resolverlas

3. Numérico: centrado en aproximar soluciones controlando el error

Estos apuntes se centran en métodos de resolucion analitica y propiedades de ecuaciones particu-
lares. Cursos posteriores profundizardn en andlisis cualitativo (teorfa de sistemas dindmicos), métodos

numéricos y ecuaciones en derivadas parciales.

Antes de desarrollar la teoria formal, veamos qué tipo de preguntas se pueden responder sobre una ecuacién

diferencial simple.

1.1.2. Ejemplo informal: crecimiento bacteriano

A continuacién se realiza un breve estudio de la ecuacién 3y’ = ay. El ejemplo esté diseniado para que el

alumno intente resolver todos los apartados.

Ejemplo 1.2. La ecuacién ¢y’ = ay es una ecuacién lineal de primer orden homogenea. Serd objeto de

estudio a lo largo de la asignatura.
El objetivo de este ejemplo es presentar de manera intuitiva como se pueden estudiar estos problemas.
1. Sin tener la solucién, {Cuando la solucién es creciente/decreciente?

Solucion 1.1. Aunque no se tiene la solucién, la ecuacién diferencial aporta informacién sobre su derivada.

En particular la funcién es creciente si y solo si y(x) > 0.

‘ y(x)>0 < ay(zr)>0 <= sgn(y) =sgn(a) ‘

Esto quiere decir que depende de los valores de a: - Si a > 0, las soluciones positivas son crecientes y las

negativas decrecientes. - Si a < 0, las soluciones positivas son decrecientes y las negativas crecientes.
A pesar de que no se conoce la solucién, se pueden deducir algunas de sus caracteristicas a partir de la
ecuacion:

ax

2. Comprobar que y(z) = Ce** con C € R es solucién de y' = ay

Solucion 1.2. La funcién y(z) = Ce®® es solucion de 3y’ = ay. Para demostrarlo se sustituye en la expresion:

4

. (Ce™™) = aCe™ = ay

Sin embargo, surge una pregunta: ;Fxisten otras soluciones?

3. Demostrar que todas las soluciones son de la forma y(z) = Ce** con C € R. (Pista: multiplicar por

e—ax)

—ax.

Solucion 1.3. Si multiplicamos la ecuacién por la funcién e

d
ey —ae My =0 = %(e’axy) =0
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—ax axr

Por lo tanto, e~**y es constante y todas las soluciones son de la forma y(z) = Ce

—ax

La funcién e es el factor integrante de la ecuacién que proporciona un método de resolucién que se

estudiard més adelante
La siguiente pregunta es: ;Qué caracteriza esa constante?
4. Encontrar el valor de la funcién que caracteriza la constante.

Solucion 1.4. Como en el ejemplo del disparo, se puede tener un punto de la solucién como condicién de

inicio: y(0) = y,. Entonces la solucién es:

H=y(0) =Ce® =C = y(x) =y

Los resultados obtenidos hasta ahora nos ayudan a intuir que las ecuaciones tienen como solucién familias

de funciones y que las condiciones que se imponen determinan subconjuntos particulares.
La siguiente pregunta es: ;Cémo varian las soluciones respecto de a?

5. Describir como varian las soluciones respecto al parametro a.
Solucion 1.5. El comportamiento depende del parametro a:

= Sia > 0, las soluciones y(z) = y,e®® son exponenciales crecientes.
» Sia <0, las soluciones y(z) = y,e®® son exponenciales decrecientes.

» Sia =0, las soluciones y(x) = y, son constantes.
Nota: el crecimiento se podia deducir directamente en el primer apartado.

Para estudiar el espacio de soluciones es 1til representar todas las soluciones en el plano (z,y). Este

espacio se denomina plano de fases.
6. Representar todas las soluciones en el plano de fases.
Solucion 1.6. En este caso, las soluciones son curvas exponenciales:
Nota: Esta seccién contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

En el plano se observa que hay una solucién constante y = 0. Estas soluciones se llaman equilibrios o

soluciones estacionarias.
7. Encontrar todos los equilibrios o soluciones constantes.

Solucion 1.7. Soluciones particulares y de interés son las soluciones constates, llamadas puntos de equilibrio.

Una solucién es constante y(z) = k € R si y solo si ¢ (x) = 0. Por lo tanto las soluciones de:
Yy =0=ay < a=0Vy=0
» Sia # 0, el tnico equilibrio es la funcién 0.

= Si a =0, todas las soluciones son equilibrios.

La interpretacién geémetrica de la derivada es la pendiente de la recta tangente a la solucién. Esto

quiere decir que en cada punto la ecuacién define la tangente a una o varias soluciones.

Esto nos permite dibujar un campo vectorial asociado en el que en cada punto el vector tiene la pendiente

definida por la ecuacién.

8. Definir el campo vectorial asociado a la ecuacién diferencial y dibujarlo.
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Solucién 1.8. El campo de direcciones muestra la pendiente y* = ay en cada punto (z,y). Este permitird

visualizar el comportamiento local de las soluciones.
Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

Para definir el campo es necesario un vector («, 3) que tenga como pendiente ay.

Como la pendiente es é, el vector mds simple es (1, ay).
@
Interpretacion: Cada flecha indica la direcciéon y pendiente de la solucién en ese punto.

El dibujo se ha hecho numéricamente evaluando en todos los puntos aunque se veran tecnicas para poder

aproximarlo sin la necesidad de evaluar tantos puntos.

Ademas se aprecia que si a > 0 las soluciones se alejan del 0 mientras que si es negativo se acercan. Esta

propriedad de la solucién 0 se estudiard como estabilidad

8. Formalizar la intuicién anterior usando la expresiéon de la solucién. ;Cuando convergen las

soluciones a 07

Solucion 1.9. Como las soluciones son exponenciales. El limite a infinito converge a 0 si el argumento es

negativo y convergen a 400 si es positivo.
Formalmente se dira que:

s Para a < 0, el equilibrio y = 0 es estable (las soluciones tienden a cero).

s Para a > 0, el equilibrio y = 0 es inestable (las soluciones se alejan de cero).

En teoria de sistemas dindmicos estos cambios de comportamiento son muy importantes. Un cambio
significativo en el comportamiento de las soluciones puede hacer que un modelo deje de ser representativo
o un aviso de que el fenémeno modelado cambiard su comportamiento. Estos eventos se denominan

bifurcaciones.

Ademas el campo de direcciones permite aproximar numéricamente las soluciones. Si aproximamos la

solucién en un punto por la tangente a ese punto se obtiene el método de Euler.

Para ello, dividimos el espacio en un conjunto de N puntos equidistantes y de forma iterada aproximamos

en cada punto la funcién por la recta tangente definida por la EDO.
9. Formalizar la intuicién anterior y aproximar y’ =y en [0, 1] donde y(0) = 1.

Solucion 1.10. Para aproximar la solucién del problema y" =y, y(0) = 1 en el intervalo [0, 1] mediante el
método de Euler, dividimos el intervalo en N pasos de tamaiio h = 1/N.
Ademsds para aproximar un punto se usa el punto anterior y la recta tangente a definida por la EDO

yn+1 = yn + hyn = ynfl + h’ynfl

n
r, =nh=—

n N
yo =1
Yn = Yn—1 + hynfl = (1 + h>yn71

paran=1,2,..., N.
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Por induccién se obtiene la expresién explicita:

En particular, para z =1 (n = N):
1 N
— 1 —_
o ( - N)

Comparando con la solucién exacta y(1) = el

= e, se observa que y, converge a e.
La ecuacién como modelo
En este caso la ecuaciéon modela dos fénomenos distintos para valores de a positivos o negativos.

Para valores de a positivos, es modelo muy sencillo para describir el crecimiento de una poblacién de
bacterias.

El crecimiento es proporcional a la cantidad de bacterias y” = ay (si se duplica la poblacion la velocidad

también duplica).
Pregunta: ;Qué limitaciones podria tener este modelo?

Para valores negativos, modeliza decricimiento. Por ejemplo se usa para medir la cantidad de un elemento

radioactivo.

El decadimento nuclear se comporta exactamente como esta ecuacién

1.2. Notacion y clasificacién de ecuaciones

1.2.1. Notacién de derivadas

Existen varias notaciones comunes para expresar derivadas en ecuaciones diferenciales:

Notacién de Lagrange:
/ 4 n

vy, vy, y
Notaciéon de Newton:
y? y7 y

Notacién de Leibniz:
dy d*y d’y

dt’ dr2’ di’
A lo largo del texto se utilizardan principalmente la notacién de Lagrange y de Leibniz.

Ademas a lo largo del libro se usardn distintas letras para la variable independiente (t, x, s, etc.) y la
funcién desconocida (y, u, v, etc.) dependiendo del contexto.
1.2.2. Clasificaciéon de ecuaciones diferenciales

Ecuaciones Ordinarias y en Derivadas Parciales

Las ecuaciones diferenciales se clasifican segiin el niimero de variables independientes:
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) La funcién desconocida depende de una tnica variable

independiente. Las derivadas son ordinarias.

v =ky, ¥y +uy=0

Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) La funcién desconocida depende de dos o més variables

independientes. Aparecen derivadas parciales.

ou 0%u 5
E—O&@, Veu =0

Orden

Definicién 1.1 (Orden). El orden de una ecuacién diferencial es el de la derivada de mayor orden que
aparece en ella.

y™ = f(t,y, 9,y sy )

La ecuacion anterior es de orden n.
Ejemplo 1.3.

» y' =3y3 es de orden 1

s y' + 2y +y=0es de orden 2

» y” —y' =sin(t) es de orden 3
dty

2
. WJrQ%:F es de orden 4

Ecuaciones Lineales

Definicién 1.2 (Ecuacién lineal). Una ecuacién diferencial ordinaria de orden n es lineal si puede

escribirse en la forma:

ap (Y™ + ap_ (Y™ + 4 ay ()Y + ag(t)y = g(t)

donde a,(t) y g(t) son funciones que dependen solo de ¢ (no de y ni sus derivadas).
Caracteristicas clave:

= La variable dependiente y y sus derivadas aparecen de forma lineal (no hay productos, potencias, ni
composiciones)
s Sig(t) =0, la ecuacién es homogénea

= Si g(t) # 0, la ecuacién es no homogénea
Ejemplo 1.4. Ecuaciones lineales:

» ¢ + 2y = ¢! (lineal de orden 1, no homogénea)
» y” — 3y’ + 2y = 0 (lineal de orden 2, homogénea)
» t2y” +ty’ —y = Int (lineal de orden 2, no homogénea)

Ecuaciones no lineales:
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| | y/ = y2

=y + () +y=0

-y +sin(y) = 0
Ecuaciones Auténomas

Una ecuacion diferencial ordinaria es auténoma si la variable independiente no aparece explicitamente

en la ecuacién.

Forma general de una EDO auténoma de orden 1:

Forma general de una EDO auténoma de orden 2:
v = fy.y)

Ejemplo 1.5. Ecuaciones auténomas:

u y/:ky
=y =y(l—y)
» y” +sin(y) =0

Ecuaciones no auténomas:

-y/:t+y
vy +ty +y=0
[ ] y/:ety

1.2.3. Forma estandar y forma normal

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n se puede expresar en forma estandar o forma normal:

Definicién 1.3 (Forma estdndar).
F(ty.y'y",..,y™) =0

La ecuacién admite forma normal (o forma explicita) si es posible despejar la derivada de mayor

orden:

Definicién 1.4 (Forma Normal).
y ™ = f(ty ',y y ™)
Ejemplo 1.6. La ecuacién 3" + 2y’ +y = e en forma normal es:
y'=e =2y —y

En forma estdndar es:
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y”—et—&-Zy’—&-y:O

1.3. Soluciones de ecuaciones

Definicién 1.5 (Solucién). Una funcién y: I C R — R (o y : I — R™) (derivable tantas veces como lo
exija la ecuacién) se dice solucién de una EDO en el intervalo T si, al sustituir y(¢) y sus derivadas en la

ecuacion, esta se verifica para todo t € I.

En particular, si la EDO estd en forma normal

y(n) = f(t’y’y/a "'ay(n71>) ’

entonces y es solucién si cumple
y™(6) = f(Ly0),y (1), y" (@) ViEEL

Nota: La definicién de solucién requiere que su dominio sea un intervalo I. Esto tiene dos implicaciones
fundamentales: 1. Conexién: No se trabaja en conjuntos no conexos. 2. Independencia de ramas:
Una solucién puede generar multiples soluciones si su dominio no es conexo. Cada intervalo conexo del

dominio define una solucién diferente.

1.3.1. Soluciones explicitas e implicitas

Las soluciones se pueden expresar de forma explicita o implicita:

Definicién 1.6 (Solucién Explicita). Una solucién es explicita si se puede escribir como una funcién de

la variable independiente y = ¢(t).

Definicién 1.7 (Solucién Implicita). Una solucién es implicita si se expresa mediante una relacién

G(t,y) = 0 que define a una o varias funciones y = ¢(¢) diferenciables en algtn intervalo.

x
Ejemplo 1.7. La ecuacién y’ = —— tiene como solucién implicita la ecuacién
v +22=C CEeR

En forma explicita, la solucién es

y=4vC—22 Ce€eR

Nota: se observa que la solucién implicita no es una funcién, cada solucién implicita puede definir varias

soluciones explicitas.

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

1.3.2. Comprobar que una funcién es solucién

Para comprobar que una funcién es solucién de una EDO, es suficiente con sustituirla en la ecuacién

y verificar que se cumple.

En los siguientes ejemplos se muestra soluciones de ecuaciones y su comprobacion.
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Una funcién varias soluciones

1 1
La ecuacién 3y’ = — tiene como familia de soluciones y = —— + C con C € R.
x x

Para comprobar que es solucién, se sustituye en la ecuacion:

d ( 1 1
— |-+ C) _
de \ =z x2
Sin embargo esta funcién no estd definida en x = 0. Esto quiere decir que la expresiéon andlitica genera
dos soluciones distintas, una definida en (—o0,0) y otra definida en (0,00). Se denominan soluciones
maximales y son objeto de estudio en cursos més avanzados. Ademds, son solucién también en cualquier

subintervalo de sus dominios.

Implicita
xr

Ejemplo 1.8. Dada la ecuacién anterior 3’ = —=—, se comprueba toda funcién diferenciable y que sarisfaga
Yy

la ecuacién implicita y? = —22 + C es solucién.

Derivando ambos lados de la ecuacién implicita respecto a x:

yQZ—CL‘Q—‘rC

Por lo tanto, la solucién implicita es solucién de la ecuacion.

Explicita

xr

Ejemplo 1.9. Dada la ecuacién anterior y’ = —=—, se comprueba que la funcién explicita y = +v—x2 + C
Y

es solucion.

Sustituyendo directamente:

d ( T T

— (£V—22+ C) e e

dx +vV—az2+4+C y
Por lo tanto, la solucién explicita es solucion de la ecuacion. Ademds, es importante definir el intervalo en el
que la funcién es solucién, en este caso es solucién en cualquier subintervalo de su dominio z € (f\/a \E’)
Nétese que la funcién estd definida en el intervalo cerrado [—ﬁ, \FC} pero no es solucién en los extremos
porque no es diferenciable en esos puntos. Este es un buen ejemplo de como la funcién puede ser solucién

en un intervalo pero no en su frontera.



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 13

De esta reflexion surgird la necesidad de una teoria que intente extender soluciones a su intervalo maximal

de existencia, caracterizar cuando este existe y como se comporta la solucién cerca de la frontera.

Funcion a tramos

La ecuacién diferencial puede estar definida por partes. Veamos como se comporta:
Ejemplo 1.10. Sea la EDO

, cosz, x € (0,m),
y prg
0, xz ¢ (0,7).

Se puede comprobar que sin z es solucién en el intervalo (0, 7) pero no es solucién en ningin intervalo que
contenga puntos fuera de (0, 7). Habitualmente, se definen las soluciones a tramos intentando que sean

continuas, por ejemplo:

Cy, x <0,
y(r) = {sinz +C, =z € (0,7),
OZ) x>

Esta familia de soluciones define tres soluciones de la ecuacion diferencial definidas respectivamente en
(—00,0), (0,7), (7, 00). Ya que la derivada en {0, 77} no estd definida. Por ejemplo, el limite por la izquierda

en 0 es 0 y por la derecha cos0 = 1.

En funcién del modelo que represente nuestro problema, puede ser interesante definir la solucién a tramos
de forma que sea continua o incluso diferenciable. En este caso, se puede imponer solo la continuidad y se

obtiene ¢}, = C'y Cy = C +sinm = C. Por lo tanto, la familia de soluciones continuas es:

C, r <0,
y(z) = {sinz +C, z€(0,7),
C, T > .

Por definicién no son solucién en los puntos {0, 7} pero la diferenciabilidad en esos puntos puede no ser
necesaria a la hora de estudiar el fénomeno que se estd modelizando. En andlisis avanzado, este tipo de
funciones que cumplen la ecuacién en casi todo su dominio se conocen como soluciones en sentido débil o
soluciones de Carathéodory.

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

1.4. Modelos

Los modelos matematicos que estudiaremos cumplen tres propiedades fundamentales:

= Determinismo: el estado futuro y pasado del sistema estd completamente determinado por su
estado inicial. No existe ambigiiedad: las soluciones determinadas por las condiciones iniciales son
Gnicas.

= Diferenciabilidad: las funciones que describen la evolucién del sistema son continuas y derivables.

Esta hipotesis, nos permitird garantizar la existencia de soluciones.
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» Finito-dimensionalidad: el sistema se describe mediante un nimero finito de variables. Cada

estado del sistema puede representarse como un punto en un espacio euclideo de dimensién n.

En conjunto, estas tres propiedades definen el marco clasico de las ecuaciones diferenciales ordinarias
deterministas, que constituyen la base teérica de buena parte de la modelizacién matematica en ciencias

e ingenieria.



Capitulo 2

Modelos poblacionales

Los modelos poblacionales constituyen una aplicacién importante de las ecuaciones diferenciales
ordinarias. Permiten describir y predecir la evoluciéon temporal de poblaciones biologicas, desde bacterias
hasta especies animales, pasando por recursos pesqueros o forestales. Este tipo de modelos se encuentran
incluso en contextos no biolégicos, como el niimero de articulos publicados, la difusiéon de innovaciones o

el crecimiento de usuarios en una red social.

2.0.1. Clasificacion de los modelos
Los modelos que estudiaremos se pueden clasificar segtin su complejidad:

1. Modelos de crecimiento libre (sin limitaciones):
= Malthus (exponencial): Crecimiento proporcional al tamaifio poblacional
= Explosién: Crecimiento acelerado (cuadratico)
2. Modelos con saturacién (limitaciones ambientales):
= Verhulst (logistico): Capacidad de carga del medio
= Allee Effect: Umbral minimo de poblacién viable
3. Modelos con explotacién (gestiéon de recursos):
= Harvest Quota: Extraccién constante

= Relative Harvest: Extraccion proporcional

Estos modelos se desarrollaron de manera constructiva, cada uno mejorando o adaptando al anterior para

reflejar fenémenos més realistas:

Malthus: Punto de partida, modelo méas simple, tasa de crecimiento lineal
Explosién: Incrementa el crecimiento (no lineal)
Verhulst: Introduce la idea de limite natural

Allee Effect: Incorpora umbral minimo de poblacion viable

ARl o

Harvest Quota: Aplicacién practica (extraccién constante)

6. Relative Harvest: Gestién proporcional mas realista

Este orden permite comprender progresivamente como cada modelo corrige o generaliza el anterior,

reflejando fendémenos cada vez mas realistas.

Modelo de Malthus

Modelo de crecimiento exponencial

El modelo més simple de crecimiento poblacional fue propuesto por Thomas Malthus en 1798. Supone

que la tasa de crecimiento de una poblacién es proporcional al tamano de la poblacién en cada instante:

15
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dP
= — kP
dt K

donde:

= P(t) es la poblacién en el instante ¢
= k es la constante de proporcionalidad (tasa de crecimiento)

= k£ > 0 indica crecimiento, k£ < 0 indica decrecimiento

La solucién general es:

P(t) = Pye*t

donde P, es la poblacién inicial en ¢t = 0.
La solucién describe un crecimiento exponencial si £ > 0 o un decaimiento exponencial si k£ < 0.

El modelo de Malthus representa situaciones donde una poblacién crece sin limitaciones externas, es decir,
cuando los recursos son abundantes y no hay competencia, enfermedades ni depredadores. En la vida real,

esto solo ocurre durante periodos iniciales o en ambientes controlados.
Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web
Solucion.

Separando variables:

dpP
5= kdt
Integrando:
P
/d? z/k;dt = In|P|=kt+C
Con P(0) = P,:

P(t) = Pyet

Modelo de Explosién
Modelo de crecimiento cuadratico

Supongamos que la tasa de reproduccién es proporcional al nimero de parejas posibles. En una

poblacién de tamafio P, el niimero de parejas es proporcional a P2:

dpP
= = kpP?
dt b

donde k£ > 0 es la constante de reproduccién.

La solucién general es:
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0

P(t)=—20
=7 — kPyt

Tiempo de explosion: La poblacién tiende a infinito cuando ¢t — t* = kLPo'

Nota: Esta seccién contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

Solucion. Separando variables:

P
dap kdt = /P_QdP:/kdt

Pz
1
=kt
5 +C
Con P(0) = Py:
P,
P(t) = —2—
B)=1= kP,t

Modelo de Verhulst

Modelo logistico con capacidad de carga

El modelo de Verhulst (1838) introduce un término de saturaciéon que limita el crecimiento cuando la

poblacién se acerca a la capacidad de carga del medio:

dP P
= —kP(1-=
& =01~ %)

donde:

= k es la tasa de crecimiento intrinseca

= K es la capacidad de carga del medio

La solucién general es:

K

T (B em

P(t)

Esta curva tiene forma de sigmoide y tiende asintOticamente a K.
Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

Solucion. Separando variables y usando fracciones parciales:

Lpzkdt
P(l-%)
1 1
- P =
(P+K—P>d kdt

Integrando y resolviendo para P
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Kk
1t (R e

0

P(t) =

Efecto Allee

Umbral minimo de poblacién viable

El efecto Allee describe situaciones donde una poblacién pequena tiene dificultades para crecer. Se

requiere una poblacién minima A para que el crecimiento sea positivo:

dP P P
a2 ()

donde A es el umbral de Allee y K es la capacidad de carga (A < K).
Puntos de equilibrio:

= P =0 (extincién)
» P = A (umbral critico, inestable)
» P = K (capacidad, estable)

Dinamica:
= Si Py < A: extincién
» Si A < Py < K: crecimiento hacia K

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web
Solucion. La ecuacion se puede reescribir como:

%D:kP(l—g) (5-1) :%(K—P)(P—A)

Separando variables:

LA "
P(K—-P)P—-A) KA

Usando fracciones parciales:

1 1 1 + 1
AK(P — A)

P(K—P)P—A)  AK—-A)P  KEK—-A)(K—P)

Integrando y aplicando condiciones iniciales se obtiene una solucién implicita compleja. El andlisis

cualitativo de los puntos de equilibrio es més relevante:
= P* =0: estable
= P* = A: inestable
= P* = K: estable

Harvest Quota (Constante)

Extraccién constante de poblaciéon


https://pablobato.quarto.pub/ecuaciones-diferenciales-ordinarias/

CAPITULO 2. MODELOS POBLACIONALES 19

Consideremos una poblacién de Verhulst de la cual extraemos una cantidad constante ¢ por unidad de

tiempo:

dP P

donde c es la tasa de cosecha constante.
Analisis de equilibrio:

Los equilibrios satisfacen k:P(l — T}?) =c
Existe cosecha sostenible si ¢ < c¢,,,, = kTK.

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

Solucion. La ecuaciéon diferencial es:

dt K
Expandiendo:
dP k
@ _"prigp
a - kT c
Los equilibrios satisfacen: kP (1 — £) = ¢, que es una ecuacién cuadrética:
K
P2-KP+5 =0
k
Soluciones:

: Tibps L2 s 4cK : _
Para que existan equilibrios reales: K= > =2=, es decir, ¢ < ¢4, = 1 -

n Sic < e, dos equilibrios, P, estable y P, inestable

» Sic=cpu,: un equilibrio P* = £ (bifurcacion)

= Sic > ¢, no hay equilibrios — extincién

Relative Harvest Quota

Extraccién proporcional a la poblaciéon

La cosecha es proporcional al tamano de la poblacion:
dpP P
— =kP|1——= | —hP
7~ (1-%)

donde h es la tasa de cosecha relativa.

Reescribiendo: 42 = (k—h)P(1— L)
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Analisis: - Si h < k: supervivencia hacia K - Si h > k: extincion

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

Solucion. La ecuacién diferencial es:

e wr(1- )= k(1= F) -]

Factorizando:

dpP kP k
— =P|lk—h——|=P|(k—h)— =
e (e SR &
Reescribiendo en forma logistica:
dP P
e (k—RhP|l1—
dt (k—=h) [ K(l—h/k)}

Equilibrios: € =0 = P=00k(1—£)=h

dt

Delsegundo:l—%:ﬁ — P*:K(l—%)

k

Caso 1: Si h < k (cosecha sostenible)

El equilibrio no trivial es P* = K (1 - %) > 0 (estable).

20

La solucién es de tipo logistico con capacidad reducida K ;; = K(1 — h/k) y tasa efectiva k, ;, = k —

K(1—h/k)
P(t) = K(—h/k)—P,
1+ (%) e—(k—h)t
con lim, , . P(t) = K (1—12).
Caso 2: Sih=k
dP kP2
Pr=0 = TR P(t) — 0 (extincién)

Caso 3: Si h > k (sobrepesca)

No hay equilibrio positivo, solo P* = 0 que es estable = P(t) — 0 (extincién).

Comparacién de Modelos

Analisis comparativo:

Comportamiento asintético:

Malthus: Crecimiento exponencial sin limite — P(t) — oo

Explosion: Crecimiento superexponencial — explosién en tiempo finito
Verhulst: Saturacién logistica — P(t) — K

Allee: Comportamiento bistable — extincién o supervivencia segin P, vs A
Harvest Quota: Equilibrio reducido o extincién segtin ¢ vs ¢, .

Relative Harvest: Saturacién en K con tasa efectiva (k — h)
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Tasas de crecimiento:

En ¢ pequeiio: - Explosién crece més rapido (cuadrético) - Malthus y Verhulst similares inicialmente -

Allee crece mas lento si P, cercano a A - Harvest models dependen de intensidad de extraccién

En ¢ grande: - Malthus diverge exponencialmente - Verhulst, Allee y Relative Harvest saturan (en K o

valores menores) - Harvest Quota alcanza equilibrio estable o extincién - Explosién ya ha explotado

Efectos de la explotacién:

= Harvest Quota: Reduce capacidad efectiva, riesgo de colapso si ¢ > ¢

max

= Relative Harvest: Reduce tasa de crecimiento pero mantiene forma logistica

Aplicabilidad:
Modelo Escenario Ejemplo Ecuacién diferencial
Malthus Crecimiento exponencial Crecimiento ‘Zl—f =kP

sin limites bacteriano inicial

(etapa temprana)

Ex- Crecimiento cuadratico Reacciones en cadena, % = kP?
plosién  (maés rdpido que Malthus)  difusién sin freno
Ver- Crecimiento limitado por Poblaciones animales %3 = kP(l — %)
hulst capacidad del entorno con recursos limitados

(logistico)
Allee Crecimiento logistico + Especies sociales con %D = kP(l — %) (% — 1)

umbral de poblacién dificultad de

minima reproduccion
Harvest Crecimiento logistico con Pesca/caza con cuotas % =kP(1— %) —c
Quota extraccion constante fijas
Rela- Crecimiento logistico con Gestién pesquera ‘é—f = k:P(l — %) — hP
tive extracciéon proporcional proporcional al stock
Harvest

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web
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Sistema Masa-Resorte-Amortiguador

Un sistema masa-resorte-amortiguador es uno de los modelos fisicos mas importantes en la teoria de
ecuaciones diferenciales. Describe el movimiento de una masa sujeta a un resorte con friccién, y aparece

en aplicaciones que van desde suspensiones de vehiculos hasta sistemas de control y circuitos eléctricos.

3.1. Modelo matematico
Consideremos una masa m unida a un resorte con constante elastica k, sometida a una fuerza de
amortiguamiento proporcional a la velocidad con coeficiente c.

Por la segunda ley de Newton, la ecuacién del movimiento es:

d’x dx

donde:

= z(t) es la posicién de la masa (desplazamiento desde el equilibrio)
= m es la masa del objeto
= c es el coeficiente de amortiguamiento

= k es la constante del resorte

Dividiendo por m y definiendo:

= Wy =/ L (frecuencia natural)
m

» v = 5 (coeficiente de amortiguamiento)
m

Obtenemos la forma candnica:

d?x dx 9
ﬁ + 2’75 + Wo = 0

3.2. Clasificacion segun el amortiguamiento

El comportamiento del sistema depende del discriminante reducido de la ecuacion caracteristica
%+ 297 4+ wj = 0 (es decir, A, ,q4/4):

A:'yQ—w?)

22
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Esto nos da cuatro regimenes distintos:

3.2.1. 1. Sobreamortiguado (v > w,)

Amortiguamiento excesivo. El sistema retorna al equilibrio sin oscilar.

T =—vE4/7? — g

x(t) = c et + et

Raices reales distintas:

Solucion general:

Caracteristicas:

= Decaimiento exponencial sin oscilaciones
= Retorno lento al equilibrio

= Aplicacién: Puertas con cierre automatico

3.2.2. 2. Criticamente amortiguado (7 = w)

Amortiguamiento critico. El sistema retorna al equilibrio lo mas rapido posible sin oscilar.

Raiz doble:

Solucién general:
.I(t) = (Cl + Cgt)ei’yt

Caracteristicas:

= Retorno mas rapido al equilibrio sin oscilacién
= Caso limite entre oscilatorio y no oscilatorio

s Aplicacion: Instrumentos de control, servomecanismos de precision

3.2.3. 3. Subamortiguado (v < w,)
Amortiguamiento insuficiente. El sistema oscila con amplitud decreciente.

Raices complejas conjugadas:
Tio=—Yxiwg wgz=1/wyg—"

donde w, es la frecuencia amortiguada.

Solucién general:
x(t) = e (¢, cos(wyt) + ¢ sin(wyt))

o equivalentemente:

z(t) = Ae ™ cos(wyt — @)

23
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donde A es la amplitud de la oscilacion y ¢ es la fase.
Caracteristicas:
= Oscilaciones con amplitud decreciente exponencialmente

s Periodo: T = 2=
Wq

= Aplicacién: Instrumentos de medida, relojes mecanicos

3.2.4. 4. Sin amortiguamiento (v = 0)

Caso ideal sin friccién. El sistema oscila indefinidamente.

Raices imaginarias puras:

T2 = +iw

Solucién general:
x(t) = ¢5 cos(wyt) + cq sin(wyt) = A cos(wyt — @)

Caracteristicas:

= Oscilacién arménica simple sin decaimiento
= Amplitud constante

= Aplicaciéon: Modelo teérico, péndulo ideal

3.3. Visualizacion interactiva

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

3.4. Comparacién de regimenes

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

3.5. Aplicaciones practicas

Régimen Aplicacién Objetivo Ejemplo
Sin Sistemas ideales Oscilacién perfecta Péndulo en el vacio,
amortiguamiento relojes de péndulo
Subamortiguado Instrumentacién Lectura rapida con Sismografos,
pocas oscilaciones suspensiones de
vehiculos
Criticamente Control 6ptimo Retorno rapido sin Instrumentos de aguja,
amortiguado oscilacién servomecanismos
Sobreamortiguado  Seguridad Evitar oscilaciones Puertas con cierre
completamente automatico, sistemas

de seguridad
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3.6. Animacion

Nota: Esta seccién contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

25
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Capitulo 4

Sistemas de ecuaciones

4.1. Introduccion
En este capitulo se estudian los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. En particular, se centra en
sistemas que cumplen las siguientes propiedades:

1. Cada ecuacién puede expresarse en forma normal.

2. El ntimero de ecuaciones es igual al niimero de incognitas.

Ademds, se demostrard que ecuaciones de grado superior se pueden reducir a ecuaciones de orden uno.
Los casos mas generales quedan fuera del &mbito de estos apuntes. Un sistema de este tipo se expresa en

la forma:

Definicién 4.1 (Sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden). Un sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias de primer orden es un conjunto de ecuaciones de la forma

dy,

% = fl(xaylﬁ ayn)a
dy,
V. = z, PR )
Iy = (@)
dy
T; = fn(xa y17 7yn)
donde fi,..., f, : I x R™ = R son funciones dadas, y, ..., ¥, son las incégnitas y I C R es el intervalo de

la variable independiente x.

4.1.1. Soluciones

Las soluciones de este sistema seran funciones vectoriales donde cada cordenada es solucién de la

correspondiente ecuacién diferencial.

Definicién 4.2 (Solucién de un sistema). Sea y(x) = (y;(x),...,y, (x)) definida en un intervalo I C Ry

con valores reales, es solucion si

y;(w) = fz(xﬂyl(x)’ vyn<x))A

paratodox € [yi=1,...,n.

26
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Ejemplo 4.1. Si y;(x) = yo(x) = 3%, la funcién (y,,y,) es una solucién del sistema

dy
T; :4y1 — Yo,
dy
difj =Y +2y27

Solucion. Es facil comprobar que es solucién ya que:

Y =3 =4y, —yy, v yh=3€" =y, + 2y,

4.1.2. Conversién de orden superior a sistema de primer orden

Toda ecuacién diferencial ordinaria de orden n se puede reducir a un sistema equivalente de n ecuaciones
de primer orden.

Proposicién 4.1 (Reduccién de orden superior a sistema de primer orden). Cualquier ecuacion diferencial
ordinaria de orden n se puede reducir a un sistema equivalente de n ecuaciones de primer orden.

Para ello, es suficiente definir las variables

B=Y Y=Y Yy =y, (4.1)
la funcion vectorial (yq, ..., Y, ) €s una solucion del sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden
dy, _
dr Ya
d
= (4.2)
% = f(xvyhyQ’ ayn)

dx

Ejemplo 4.2. Consideremos la ecuacion diferencial de tercer orden:

y” —2y" +y' — 3y = sin(x)

Solucion. Para convertirla a un sistema de primer orden, definimos:

BW=Y Y=Y, y3=y"
Derivando cada variable:
Y1 =Yy = Yo
vy =y =y
ys =y” =2y" —y' + 3y +sin(x) = 2y; — yo + 3y; + sin(z)
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El sistema equivalente de 3 ecuaciones de primer orden es:

_,

dx 2

dy,

dr Ys

d

% = 3y, — Yy + 2y + sin(x)

Nota: La reducciéon permite convertir un sistema de ecuaciones de grado n en un sistema de ecuaciones
de grado 1.

Ejemplo 4.3. Consideremos el sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden:

v +2=0
z/+y=0

Solucion. Se definen nuevas variables para las derivadas:

’
Nn=Y Y=Y, 1 =T, ITy=

Entonces:

Por lo tanto, el sistema equivalente de 4 ecuaciones de primer orden es:

dy,
dt
dxy
dt
dxqy
dt

=Ys

:‘/'CZ

=Y

4.2. Sistemas Lineales de dimension n

Un sistema lineal es el sistema formado por ecuaciones lineales:

Definicién 4.3 (Sistema lineal). Un sistema de ecuaciones lineales de primer orden es aquel en el

que las funciones fi, ..., f,, son lineales en las variables y,, ..., y,,. La forma general de estos sistemas es:
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dy

T; = a1 (@)y; + a12(2)ys + - + ay, (2)y, + by (2)

dy2 _ b

qr g1 (2)Y1 + g (@)Y + - + ag,, ()Y, + by(2)

x (4.3)

dy, _ b

E = Qny (I)yl + anQ(x)y2 +oet ann(‘r>yn + n(q})
donde las funciones a;; y b;, con 4,5 = 1,2,...,n, son funciones continuas en un cierto intervalo I C R.
Ademéds, si by = by =--- =10, =0, el sistema se dice que es homogéneo; en caso contrario se dice que es

no homogéneo.

4.2.1. Forma matricial

El sistema anterior puede expresarse de manera compacta mediante notacién matricial. En esta forma, el
sistema se escribe como:

Y ap(z)  ap(z) 0 ag,(2) Y1 by (2)
yé _ a21.($) a22'(x) a2n.($) y.z " bz@) (4.4)
) N ap@ - an@) ) \b@

Identificando la funcién vectorial y(x) = (y;(2),...,y,(x)) con el vector columna correspondiente, la

expresion anterior se reduce a la forma compacta:

y = A(z)y +b(z) (4.5)

donde A(z) es la matriz n x n de coeficientes

apy () ap(x) - ag, ()
Az) = ‘121:(93) a22z(3«”) azn:(@
a1 (2)  pa(@) o ay,(2)
y b(z) = (by(x),...,b,(x)) es el vector de términos no homogéneos.

4.2.2. Conversion de sistema a ecuacion de orden superior

Algunos sistemas lineales se pueden convertir en una ecuacién de orden superior, lo que proporciona
un método alternativo de resolucién aprovechando las técnicas ya estudiadas para ecuaciones de orden
superior. Este método se llama método de eliminacion.

Por ejemplo, dado un sistema lineal con coeficientes constantes:
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dy

diarl = a11Y; + Q19Ys + 0+ Y, + 0 ()
dy

CTTQ = A91Yy + Yo + -+ + Ag, Y, + by(7)
dy

T; = 0pn1Yy + GpoYo + ot QpnlYn + bn<x)

Derivando sucesivamente la primera ecuacién y sustituyendo las demas ecuaciones del sistema, se puede
eliminar las variables ys, ..., vy, v obtener una ecuacién diferencial de orden n en la variable y,. Una vez

resuelta esta ecuacién, las demés variables se recuperan por derivacion y sustitucion.

Ejemplo 4.4. Convertir el siguiente sistema lineal a una ecuacién de orden superior:

_,
dx 2
dy,
de Y1
Solucion. De la primera ecuacién: y, =
Derivando: y5 = y7
Sustituyendo en la segunda ecuacién:
Yl =—n

Esta es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden homogénea con coeficientes constantes:

yi +y1 =0
cuya soluciéon general es:
yy (z) = Cy cos(x) + Cy sin(x)

Y por tanto:

Yo(z) = y1(2) = =Cy sin(z) + C; cos(x)

Ejemplo 4.5. Convertir el siguiente sistema lineal de tres ecuaciones en una ecuacién diferencial de orden

superior:
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Solucion. De la primera ecuacion, se tiene:

Derivando y sustituyendo en la segunda:

Por tanto, el sistema es equivalente a la ecuacién diferencial de orden 3:

z” +x=0.

4.3. Estructura del conjunto de soluciones

Al igual que en el caso de las ecuaciones de orden superior, en esta seccién se analiza la estructura del

conjunto de soluciones de los sistemas lineales, tanto homogéneos como no homogéneos.

4.3.1. Sistemas homogéneos

La estructura de las soluciones de un sistema lineal homogéneo de dimensién n es un espacio vectorial de
dimensién n. Para describir completamente un espacio vectorial es suficiente una base que es un conjunto

de cardinal minimo cuyas combinaciones lineales forman el espacio.
Esta seccién presenta los siguientes resultados principales:

1. La estructura del espacio de soluciones es espacio vectorial (Principio de superposicion).
2. Criterio necesario y suficiente de dependencia lineal (Criterio del Wronskiano) .

3. La dimension del espacio es igual a la dimensién del sistema.

Gracias a estos tres resultados se podra encontrar una base del espacio y gararantizar de que se han

hallado todas las soluciones posibles.

Principio de superposicién

El principio de superposicién garantiza que el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo
es cerrado bajo combinaciones lineales. Esto implica que las soluciones forman un espacio vectorial:
cualquier combinacion lineal de soluciones es también solucion. En consecuencia, el conjunto de soluciones
constituye un subespacio vectorial de C!'(I,R"), el espacio de las funciones de clase C'' definidas en

I C Ry con valores en R™.

Teorema 4.1 (Principio de superposicién). Siyy,...,y,, son soluciones del sistema lineal homogéneo

y =A(z)y (4.6)

en un intervalo I y ¢y, ..., c,, € R, entonces la combinacion lineal
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y=cyi++cn¥m
también es una solucion del sistema en I.

Demostracion. El resultado es consecuencia de la linealidad de la derivada. Sea

y@) =3 ey

entonces m
Y () =) cyil@).
i—1
Como yy, ..., y,, son soluciones del sistema homogéneo
y' = A(z)y,
se cumple
yile) = Al@)y(x), i=1,..,m.

Por tanto,

m m m

Y ()= cyi@) =) ¢ A@)y;(x) = Alz) Y ¢;y;(x) = A(z)y(=).

i1 i—1 i—1

Asi, y satisface el sistema y es también solucién en I. O

Criterio necesario y suficiente de dependencia lineal para soluciones

Para encontrar una base, es fundamental disponer de un criterio que permita determinar si un conjunto
de soluciones es linealmente independiente. En el caso de sistemas lineales homogéneos, existe un criterio
algebraico sencillo basado en el wronskiano: un determinante construido a partir de las funciones solucién.
Este criterio establece una equivalencia completa entre la independencia lineal de las soluciones y la
no anulacién del wronskiano, proporcionando asi una herramienta practica y verificable para identificar

conjuntos fundamentales de soluciones.

Dependencia e independencia lineal

Definicién 4.4 (Dependencia lineal). Un conjunto de funciones vectoriales {yy, ..., ¥, } se dice que es
linealmente dependiente en un intervalo I si existen constantes reales cq, ..., c,,, no todas nulas, tales
que

ay (@) +- F ey, (z) =0 (4.7)

para todo x € I. Si el conjunto de funciones no es linealmente dependiente se dice que es linealmente
independiente.

‘Wronskiano

Definicién 4.5. Dadas n funciones vectoriales y,,...,y,,,
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Y; = (ylja e Yng)y J=10m,

se define el wronskiano de y,,...,y,, como el determinante
Yiu Yz o Yin

WYy, oo y,) = det | 720 922 den
Yn1 Yn2 7 Ynn

Wronskiano y dependencia lineal

La relacién mas sencilla entre dependencia lineal y el wronskiano es que soluciones linealmente dependientes

entonces el Wronskiano se anula en todo el intervalo.

Proposicién 4.2 (Wronskiano y dependencia lineal). Sean yq,...,y,, funciones vectoriales derivables en
un intervalo I entonces:

Y1y s Yy Son linealmente dependientes = W (x) =0
Demostracién. Como son linealmente dependiente, existe ¢ = (cq, ...,¢, )" # 0 tal que
oy (@) + - +¢,y,(r) =0 paratodo z € I.

Por lo tanto:

o
<

yi(z) = _Z

n
1=2

yi(z)

)
iy

Ademas, los determinantes son invariantes ante sumas de columnas:

n ¢
0= W[07 Co¥o s cnyn] = W[Clyl + Z Ci yz('r)v sy cnyn] = W[y1> 7yn] =0
i=2 1

O
Teorema de Abel
Teorema 4.2 (Teorema de Abel). Si y U, .. y™ son soluciones del sistema lineal homogéneo
y' = A(x)y (4.8)
en un intervalo en un intervalo I, entonces el wronskiano W (z) = W[y, ..., y™] o bien es idénticamente

nulo o bien nunca se anula en dicho intervalo.

Demostracion. La regla de Jacobi permite evaluar la derivada del determinante:

% det(X) = det(X) tr(X'(z) X(z)™").
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Sea A(z) = (a;;(v)) la matriz de coeficientes del sistema y sea Y la matriz formada por las soluciones

yM, ..., y™ entonces:

%/ — W (X (2) X(2)Y) = W (A X () X(2)~1) = W tr( A) (4.9)

Definiendo p(z) = tr(A(zx)), la ecuacién anterior es una ecuacién diferencial lineal de primer orden

AW
_— =
. p(z)W

cuya solucién general es

W(z) = cexp (/p(x) da:) = cexp (/ tr(A(x)) dac) (4.10)

donde ¢ es una constante.

Esta ecuacion conocida como férmula de Abel demuestra que el wronskiano o bien es idénticamente

nulo o bien nunca se anula en el intervalo. O

Corolario 4.1 (Criterio del Wronskiano para dependencia e independencia lineal). Si yq,...,y, son

soluciones de la misma ecuacion diferencial lineal homogénea entonces:

W(zy) #0 < linealmente independientes en todo I,
W(zy) =0 < linealmente dependientes en todo I.

Demostracion. La demostracién se basa en el Teorema de Abel Teorema 4.2 y en un paso adicional que
garantiza que W = 0 = dependencia lineal global, ya que por unicidad de soluciones los coeficientes de

combinacién deben ser constantes.

Por el Teorema de Abel, si yq, ..., y,, son soluciones del sistema lineal homogéneo, entonces W (z) o bien

es idénticamente nulo o bien nunca se anula. Por tanto:

» Si W(x,) # 0 en algin punto z, € I, entonces W (z) # 0 para todo = € I, lo que implica que las

funciones son linealmente independientes en todo el intervalo.

» Si W(x,) = 0 en algin punto z, € I, entonces W (z) = 0 para todo = € I, lo que implica que las
funciones son linealmente dependientes en ese punto. En consecuencia, existen constantes c, ..., ¢

n?

no todas nulas, tales que:

z(7g) = c1y1 (%) + - + ¢, ¥, (75) =0

Por el principio de superposicién, z(z) también es solucién del sistema homogéneo. Dado que z(z,) = 0,
por el teorema de unicidad de soluciones debe cumplirse z(z) = 0 en todo I. Por lo tanto, las funciones

Y1, ..., Y, son linealmente dependientes en todo el dominio. O]

Teorema 4.3 (Existencia de un sistema fundamental de soluciones (matriz identidad como base)). Existen
n soluciones linealmente independientes (una por cada condicion inicial base), por tanto, el espacio de

soluciones tiene dimension n.
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Demostracion. Para demostrar la existencia de n soluciones linealmente independientes, se construye un

conjunto de soluciones particulares mediante condiciones iniciales especificas.

Sea x, € I un punto fijo. Para cada j = 1,2, ..., n, se considera el problema de valor inicial:

y =Ax)y, y(zg) = €; (4.11)

donde e; es el j-ésimo vector de la base candnica de R™:

1 0 0

0 1 0
€ = y €= | |, y € =

0 0 1

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones para sistemas lineales, cada uno de estos problemas

de valor inicial tiene una tnica solucién y/)(z) definida en todo el intervalo I.

Ahora evaluamos el wronskiano de estas soluciones en el punto z:

Wy, .., y™](w) = det(yV(wy) - y™(zg)) =det(e, -~ e,)=det(I,)=1%0.

donde I, es la matriz identidad de orden n.

Dado que W(x,) =1 # 0, por el Criterio del Wronskiano (Corolario 4.1), las soluciones y"), ..., y(™ son

linealmente independientes en todo el intervalo I.

Por lo tanto, hemos construido un conjunto de n soluciones linealmente independientes del sistema

homogéneo, lo que demuestra que el espacio de soluciones tiene dimensién n. O

4.3.2. Sistemas no homogéneos

En el caso no homogéneo, el conjunto de soluciones constituye un espacio afin asociado al espacio vectorial
de soluciones del sistema homogéneo. De forma intuitiva, este espacio afin puede verse como el resultado
de trasladar el subespacio de soluciones homogéneas de modo que una solucién particular y, pasa a

desempeniar el papel de origen.

Estructura de espacio afin

Teorema 4.4 (Estructura de la solucién general). Siy, es una solucién particular del sistema lineal

y' = A(2)y +b(a) (4.12)

en un intervalo I y 'y, es una solucion del sistema lineal homogéneo asociado

entonces
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Y=Y, +Y, (4.13)

es también una solucion de del sistema no homogeneo en I.

Corolario 4.2 (Solucién general del sistema no homogéneo). Si'y, es una solucién particular del sistema

lineal no homogéneo

y' = A(z)y +b(z)

en un intervalo I yyy,...,y, esun conjunto fundamental de soluciones, en el mismo intervalo, del sistema

lineal homogéneo asociado, entonces la solucion general del sistema en I es

y=6¥1 ++Cnyn+ypa (414)

donde cq, ..., c,, son constantes arbitrarias.

n

Relacién entre espacios afines asociados

Las soluciones de sistemas con distintos términos no homogéneos forman espacios afines paralelos. Sumar
sus soluciones particulares equivale a describir cémo estos espacios se desplazan unos respecto a otros.
Por lo tanto, la combinacién lineal de soluciones particulares define una correspondencia afin entre los

respectivos conjuntos de soluciones.

Teorema 4.5 (Principio de superposicién para sistemas no homogéneos). Si para cada i =1,2,...,m la

funcion y,; es una solucion del sistema lineal

y' = A(z)y + b;(z)

en un intervalo I, entonces la combinacion lineal

Y=Yy +ey,+ -+ CmYm>

donde ¢y, cy, ..., c,, son constantes reales arbitrarias, es una solucion del sistema lineal

m

y' = A@)y + by (2) + -+ ¢,,by, (2)

en el intervalo 1.

4.4. Matriz fundamental de soluciones

En la seccién anterior se ha demostrado que el conjunto de las soluciones de un sistema lineal homogéneo
de orden n es un espacio vectorial de dimensiéon n. Una base de dicho espacio vectorial se denomina
conjunto fundamental de soluciones. La matriz formada por los vectores solucién como columnas es

de utilidad para resolver y demostrar propiedades de sistemas.

Definicién 4.6 (Matriz fundamental de soluciones). Una matriz ® es matriz fundamental del sistema
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lineal homogéneo de orden n

y = A2)y (4.15)

en un intervalo I, si sus columnas constituyen un conjunto fundamental de soluciones del sistema en dicho

intervalo.

Caracterizacién de la matriz fundamental

Si @ es una matriz cuadrada de columnas y,...,¥y,,, entonces

det(q)) - W[yla ayn]

Por lo tanto se pueden aplicar los resultados del Wronskiano para caracterizar la matriz fundamental.

Teorema 4.6 (Caracterizacién de matriz fundamental). Sea ® una matriz cuadrada cuyas columnas son

soluciones del sistema

y =A(z)y (4.16)

en un intervalo I. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La matriz ® es una matriz fundamental del sistema en I.
2. Existe un xq € I tal que det(®(xy)) # 0.
3. det(®(x)) no se anula en I.

Demostracion. Se demuestra la equivalencia demostrando un sentido de la implicacién de manera circular
1.=2=3=1

1. = 2.: Si ® es una matriz fundamental, sus columnas forman un conjunto fundamental de soluciones,
por lo que son linealmente independientes. Por el Criterio del Wronskiano (Corolario 4.1), existe x, € I
tal que W(xy) = det(®(z,)) # 0.

2. = 3.: Por el Teorema de Abel (Teorema 4.2), si el wronskiano es no nulo en un punto, entonces no se

anula en todo el intervalo.

3. = 1.: Si det(®P) no se anula en I, entonces Wlyy,...,y,] # 0 en todo I. Por el Criterio del Wronskiano
(Corolario 4.1), las columnas de ® son linealmente independientes y, por tanto, forman un conjunto
fundamental de soluciones. O

Relacion entre matrices fundamentales

Dado que un conjunto fundamental de soluciones es una base del espacio de soluciones, es natural suponer
que cualquier otra colecciéon de soluciones se describa mediante un cambio de base. El siguiente resultado

formaliza esta correspondencia.

Proposicién 4.3 (Relacion entre matrices fundamentales). Sea ® una matriz fundamental del sistema
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1. Si C es una matriz constante de determinante no nulo entonces la matriz ®C es también una matriz

fundamental del sistema.
2. 8tV es otra matriz fundamental del sistema entonces existe una matriz constante C, con determinante
no nulo, tal que ¥ = ®C.
Demostracion. Demostracion de 1.
Sea ® una matriz fundamental de soluciones cuyas columnas ¥,,...,¥, son soluciones. Sea

cj = (cqj, 95 - cnj)t el vector columna j-ésimo de la matriz C entonces

n
yj(:r) = (D(x)‘:j = E Cij yi(®)
i=1
es solucion del sistema por ser combinacion lineal de soluciones.

Por lo tanto, si C es la matriz de columnas los vectores cq, ..., c,, las columnas de la matriz ®(z) C son

soluciones del sistema:

2)C = (Laudie) Yeadi) Y enin)) = (i(oh valo)s . yole))

=1 i—1 i—1
Ademsds las columnas son linealmente independientes. Por el teorema de caracterizacién de matrices
fundamentales (Teorema 4.6)Dado det(®(x)) # 0 (Teorema 4.6). Por tanto, aplicando la propiedad del
producto de determinantes

det(®(z)C) = det(®(z)) - det(C) # 0
Esto demuestra que ®C es matriz fundamental.

Demostracién de 2.:

Sea ¥ otra matriz fundamental del sistema. Como ambas ® y ¥ son matrices fundamentales, sus columnas
forman conjuntos fundamentales de soluciones del sistema homogéneo. Por tanto, las columnas de ¥ se

pueden expresar como combinacién lineal de las columnas de ®.

Sea ; la j-ésima columna de ¥. Como las columnas de ¢ forman una base del espacio de soluciones, existen
constantes C1j>C2js -+ > Cnj tales que
(@) = ;51 (2) + 9;F5(x) + -+ + ¢,;F,(7) = P(2)c;,

— T
donde ¢; = (1, Cajy 5 Cpj) " -

Definiendo C como la matriz cuyas columnas son los vectores cq, ..., c,,, se tiene que

» o

Ademas, como ambas ® y ¥ son matrices fundamentales, sus determinantes no se anulan. Aplicando la
propiedad del producto de determinantes:

det(T(x)) = det(P(x)) - det(C).
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Como det(¥(x)) # 0y det(®(x)) # 0, se deduce que det(C) # 0.

Finalmente, la matriz C es constante porque los coeficientes c;; de la combinacion lineal son constantes. []

La matriz fundamental proporciona una expresion explicita para la solucién de un problema de valores

iniciales.

Corolario 4.3 (Solucién de problema de valor inicia). Sea ® una matriz fundamental del sistema

/

vy =A@y, y(zy) =y,

la solucion del sistema es:

y(@) = ®(2)[®(z)] yo- (4.17)

Demostracion. Como ® es una matriz fundamental, sus columnas forman un conjunto fundamental de

soluciones del sistema homogéneo. Por tanto, la solucion general del sistema se puede expresar como

para algin vector constante ¢ € R™.

Imponiendo la condicién inicial y(z,) = y,, se tiene

Yo = ®(zg)c.

Como @ es una matriz fundamental, det(®(z;)) # 0, por lo que la matriz ®(z;) es invertible. Despejando

C:

c = [®(z0)] ' yo-

Sustituyendo en la expresion de la solucién general:

4.5. Sistemas lineales con coeficientes constantes

Al igual que en las ecuaciones lineales de orden superior, interesa el estudio de los sistemas lineales con
coeficientes constantes. El homogéneo se resuelve hallando soluciones exponenciales y, en el no homogéneo,
se obtiene una solucién particular mediante el método de variacién de las constantes o el de coeficientes

indeterminados.
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4.5.1. Sistemas homogéneo

Las soluciones del sistema homogéneo se construyen a partir de términos exponenciales e**. En esta
seccién se presenta su procedimiento de obtencién y se introduce la formulacién mediante la exponencial
matricial e**. Aunque esta tltima es la generalizaciéon de la primera, se describen las dos para clarificar el

origen de las férmulas y reforzar la intuicién.

Método de autovalores

Sea el sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes

y = Ay, A e RM
se buscan soluciones de la forma y(z) = e** v, con A € R y v € R” constante. Esta suposicién reduce el
problema diferencial a un problema algebraico parecido a la diagonalizacién de matrices.

Proposicién 4.4 (Solucién exponencial y autovalores). Sea A € R™*™ una funcién de la forma y(z) =

eN v, con v # 0, es solucion del sistema homogéneo

sty solo si X es un autovalor de A y v un autovector asociado, esto es
Av=)>v.
Demostracion. Siy(x) = e v, entonces y’(r) = A\e’* v. Sustituyendo en el sistema se obtiene
A v = A(eMv),
dividiendo ambos miembros por e** # 0, se obtiene Av = Av. O

En lo que sigue se examinan los diferentes casos que pueden aparecer segun la naturaleza de los autovalores.
En particular hay tres casos:

1. El nimero de autovectores coincide con la dimension del sistema
2. El nimero de autovalores no coincide con la dimensién de la matriz

3. Los autovalores son complejos

Numero de autovectores coincide con la dimensién del sistema (n)

El caso mas sencillo, si hay n autovectores distintos estos formaran el conjunto fundamental de soluciones

6)\1:1: Ay

vy, ey, . ey Silos autovalores son distintos entonces siempre se cumple. Si hay algiin vector
A; con multiplicidad algebraica mayor que uno, dependera de la multiplicidad geométrica que es por

definicién la dimension del del subespacio proprio. Si las dos coinciden, también se cumple este caso.

Teorema 4.7 (Soluciones para autovalores con multiplicidad algebraica igual a la geométrica). Si la
matriz A tiene n autovalores reales y n autovectores correspondientes Ay, Ao, ..., A, Y Vq,...,V,,, entonces

? n’

las funciones
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Az Ao A, Z
etvy, e 2%vy, ..., ety

forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema

AiTy. es solucién

Demostracion. Se ha visto en la proposicién anterior (Proposicién 4.4) que cada funcioén e
del sistema. Para comprobar que son linealmente independientes, basta encontrar un punto en el que el

determinante de la matriz formada por dichas soluciones no se anule (Teorema 4.6).

Evaluando la matriz

O(x) = (e’\lwvl e’\ﬂrwvn>
en x = 0 se obtiene
®(0) = (V1 vn>.
Como los autovectores vy, ..., v,, son linealmente independientes, el determinante de ®(0) es no nulo. Por

el criterio citado, las funciones v, son linealmente independientes y forman un conjunto fundamental

de soluciones. O

Ejemplo 4.6. Resolver el sistema homogéneo por el método de autovalores:

Solucion. El polinomio caracteristico es
XaA) =detA —A) = A—1)2—4=X2-22-3=(A—-3)(A+1),

luego los autovalores son \; =3y Ay = —1.

(A=3)v=0 = (_2 1)v0:>v1<1>.
4 =2 2
2 1 1
(A+I)v=0 = (4 2>V—O:>V2—(_2).

Por tanto, un conjunto fundamental de soluciones es

y (@) = e (;) L Y@ =e (_12> ,

Para A; = 3 se tiene

Para Ay = —1 se tiene
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v la soluciéon general del sistema

1 1
y(z) = ¢ e3® <2> + e (2> , c1,¢9 €R.

Ejemplo 4.7. Resolver el sistema homogéneo por el método de autovalores:

9 4 0
y=|-6 -1 0]y
6 4 3

Solucion. El polinomio caracteristico es

Xa(A) =detOW—A)=| 6 A+1 0

Desarrollando por la tercera columna:

A—9 -4

o | T OISO D F2 = =B —8A+15)

Xa(A) =(A=3)

=A=3)A=3)A—=5)=(A—3)*(A—5)

Los autovalores son A\; = 3 (con multiplicidad 2) y Ay = 5.

Para A = 3:
6 4 0
(A=3)v=0= |6 —4 0|v=0
6 4 0

La dimensién del ntcleo de esta matriz es dos. La multiplicidad geémetrica es igual a la algebraica por

tanto, podemos coger dos autuvectores, por ejemplo:

2 0
vi=|-3], vo=|0
0 1
Para A\, = 5:
4 4 0 1
(A=5)v=0= | —6 —6 0 |[v=0=>vy=|-1
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Un conjunto fundamental de soluciones es

2 0 1
yH@y=e*| =3[, yP@ =e*|0]|, y¥(@) =e"|-1],
0 1

v la soluciéon general del sistema es

2 0 1
y(@) =13 | =3 | + €3 | 0| +c5e® [ =11, c1,Cy,¢3 €R.
0 1 1

Nuamero de autovectores NO coincide con la dimensién del sistema (n)

En este caso, nos faltan soluciones linealmente independientes para formar el conjunto fundamental de
soluciones. En particular j, la diferencia entre la multiplicidad algebraica y la multiplicidad geométrica .

Por analogia con ecuaciones lineales de orden superior, es natural buscar soluciones de la forma

y(x) = eM(ag +ayz + - +a; 27 +aad),

Teorema 4.8 (Soluciones para autovalores con multiplicidad algebraica mayor que la geométrica). Sea A
un autovalor de A con multiplicidad algebraica m y multiplicidad geométrica d < m. Entonces existen m

soluciones linealmente independientes asociadas a A\ de la forma

yi(x) = e (ag +ayz+ - +a; 27 +ad), (4.18)

para 3 =0,1,...,m — 1, donde los vectores constantes a;, satisfacen el sistema

(A*)\I)ak,_l :kak7 k: 1,2,...,j;
(4.19)
(A—Al)a; =0.

Demostracion. Para que y; sea solucion del sistema y’ = Ay se ha de cumplir

y;= Ay, + eM(a; +2a,0 + -+ (j— Da; 2772 4 jaai™') = Ay,

0, equivalentemente,
(A= X)y; = e (a; + 2,2 4 -+ (j — Da,; 27 % + jaai™t).

Az

Dividiendo ambos miembros por e** se llega a que y; es solucion del sistema si, y solo si,

(A=X)(ag+ajz+-+a; 27" +aul) =a; +2az+ -+ (j—1)a; 2772 + jaz/ !

Tgualando coeficientes de cada potencia de x en los dos miembros de la relacién anterior, se concluye que

y; es solucion si, y sélo si, se verifican las relaciones
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1 1 )
a, = §(A—)\I)a1 = 5(14_)\[) a,
1 1 ,
a; = g(A —A)a, = g(A — ) a, (4.20)

1 1
a, = E(A —M)a,_, = E(A — A)*a,

Y la ultima
(A=Al)a; =0

En general

(A*)\I)ak,_l :kak7 k: 1,2,...,j;
(4.21)

(A—A)a; =0.
Para que e”yj sea un polinomio de grado j el coeficiente a; ha de ser no nulo. Por lo tanto debe existir

un vector a, € ker(A — A )7t \ker(A — AI)7. En este caso el vector a, se define mediante las relaciones
(Ecuacién 4.20).

Resumiendo, la funcién (Ecuacién 4.18) es una solucién de la ecuacién (Ecuacién 4.6) si, y sélo si,

a, € ker(A — \I)7 N ker(A — \I)7 (4.22)
Y 1
a, = E(A — M)ka, (4.23)

para todo k=1,2,...,7.

Por dltimo, queda pendiente definir j. Sea d > 1 es tal que
ker(A — M)+ = ker(A — \I)%.
En este caso, existe un vector v, € ker(A — A\ )9 \ker(A — \I)¢L. Definiendo recursivamente los vectores
v, = (A —A)kv,
para k =1,...,d, entonces

{(A — M4 Fy, = (A= X)dvy =0

(A= M) 1y, = (A— AN v, £0

luego v, € ker(A — M) % \ker(A — \I)?* =1, Se tiene entonces que, para j = 0, ...,d — 1, las condiciones

(Ecuacién 4.22) y (Ecuacién 4.23) se cumplen cuando ag = v, ;  y a; = %vdfj, por lo tanto, las
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funciones .
Jj—1

— AT .’E x @’ 4.24
yj(@) =e |\ v 1+ Vajp Tt VckZH + Va-1gy (4.24)
son soluciones de (Ecuacion 4.6). O

Este teorema demuestra como encontrar las soluciones. Hay que coger un polinomio de grado d donde d
es el primer valor tal que ker(A — AI)4*! = ker(A — AI)?. Ademés a, € ker(A — A\I)?*! = ker(A— ) y
el resto de valores se definen recursivamente.

Ejemplo 4.8.

Resolver el sistema y’ = Ay donde

S O O O = W
o O O O =
S OO NN O

_— = = = O O
e e e T = A e R )

Solucion. Paso 1: Céalculo de autovalores

El polinomio caracteristico de A es

det(A —XI) = A\ —2)°
Por tanto, $ = 0$ es autovalor y A = 2 es el inico autovalor con multiplicidad algebraica mayor que uno
m, = 9.
Paso 2: Calculo de autovectores y multiplicidad geométrica

Se resuelve (A —2I)v = 0:

1 -1 1 1 0 0
1 -1 -1 —-1 0 0
Ao — 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0o -1 1
0 0 0 0 1 -1
Escalonando
1 -1 0 0 0 0
0 0 -2 -2 0 0
0 0 0 0 1 1
rref(A —2I) =
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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Por tanto, dim(ker(A — 21)) = 2, luego la multiplicidad geométrica es m, = 2.

Una base del espacio de autovectores es

V1:

O O O O = =

Paso 3: Célculo de vectores generalizados
Como m, —m, = 6 — 3 = 3, necesitamos encontrar 3 vectores generalizados adicionales.
Se calculan los nicleos sucesivos. Ya se ha calculado dim(ker(A —21)) =

s dim(ker(A —21)) =
v dim(ker(A — 2I)2)
» dim(ker(A —2I)3) =

Por tanto, d = 3 es el primer valor tal que ker(A — 21)%*! = ker(A — 21)<.

Esto implica que voy a tener dos soluciones de la forma Ecuacién 4.24, un polinomio de grado uno y uno

de grado dos.

Paso 4: Construccién de las soluciones

Hay que hallar v, € ker(A — 21)3 N ker(A — 21)%.

Definimos v; = (A — A)vy y vy = (A — AD)v;.

El siguiente vector serd u, € ker(A — 2I)? N ker(A —21). Y el dltimo u; = (A — Al )u,

Sea w el autovector del cero, la solucién general del sistema es

Z‘Q

y(2) = cqw + couge?® + cyu €Tz + c v, + cyvyera + C6’U3€2$?

donde ¢, ¢y, c3, ¢4, 5, ¢5 € R son constantes arbitrarias.

Autovalores complejos

Ya se ha visto para ecuaciones lineales de orden superior que aunque el espacio de funciones sea complejo,
se puede coger una base formada por funciones reales. Por lo tanto si y es solucién, se puede coger como
base (Re(y), Im(y))

Ejemplo 4.9. Resolver el problema con valores iniciales

, (2 8 (2
X (_1 _2> X, X(0)<_1> (4.25)

Solucion. Paso 1: Céalculo de autovalores

Primero se obtienen los autovalores a partir del polinomio caracteristico:
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2—A 8

det(A — AI) = ) o =

Los autovalores son A\; = 2i y Ay = \; = —2i.
Paso 2: Calculo de autovectores

Para A\, = 2i, el sistema de ecuaciones es:

(2 — 2i)k, + 8ky =0
—ky + (=2 —2i)ky =0

Tomando k, = —1, se obtiene:

Paso 3: Construccion de soluciones reales

La manera mas sencilla es coger la parte real y la imaginaria de una de las soluciones complejas: Definimos

dos vectores, la parte real y la compleja del autovector:

B, =Re(K,) = <2l> y By=Im(K,)= <(2)>

Puesto que a« =0 y g = 2, las funciones de cada vector son:

Re(el@tP)#) = Re(e®(cosx +isinz)) vy Im(el®tP®) = Im(e®(cosx + isinz))

La solucién general del sistema es:

e (2 ) et (2] e [ (2 (2]

2cos2x — 2sin 2x 2cos2x + 2sin 2z
= + ¢y .
—cos 2z —sin 2x
Paso 4: Aplicaciéon de la condicién inicial

2
La condicién inicial X(0) = ( 1) produce el sistema algebraico:

2ci +2¢y =2, —c;=-1

cuya solucién es ¢; = 1y ¢y = 0. Asi, la solucién para el problema de valores iniciales es:
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2 2x — 2sin2
X:( cos 2% sin 2z
—cos 2z

Exponencial de una matriz

)

48



Capitulo 5

Planos de fases

El plano de fases permite explorar graficamente el comportamiento sistemas de ecuaciones diferenciales de

primer orden:

{‘2@” fa,y)
dt g(x,y)

El plano de fases muestra las trayectorias (6rbitas) en el espacio (x,y), donde cada punto representa un

estado del sistema y las flechas indican la direccién del flujo.

5.1. Aplicaciones Practicas

Fisica:

= Péndulo: (6,0) — posicién y velocidad angular
= Masa-resorte: (z,4) — posicién y velocidad

» Circuitos eléctricos: (I, V) — corriente y voltaje
Biologia:

» Presa-depredador (Lotka-Volterra): (z,y) — poblaciones
» Epidemias (SIR): (S, T) — susceptibles e infectados
= Reacciones quimicas: concentraciones de reactivos

Economia:

s Modelos de crecimiento: (K, L) — capital y trabajo

= Ciclos econémicos: (Y, I) — produccién e inversion
Ingenieria:

» Sistemas de control: (z, %) — estado y derivada

= Robdtica: (¢q,¢) — posicién y velocidad articular

49
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5.2. Conceptos Clave

i Terminologia

Plano de fases: - Espacio (z,y) donde cada punto representa un estado del sistema - Las 6rbitas
muestran la evolucién temporal del sistema

Campo vectorial: - En cada punto (z,y), el vector (%, %) indica la direccién del flujo
Orbitas (trayectorias): - Curvas solucién en el plano de fases - Representan la evolucién del

sistema desde una condicion inicial

dy _

3t = 0 - El sistema permanece constante en estos

Puntos de equilibrio: - Puntos donde ‘é—f =0y
puntos

Tipos de equilibrio: - Nodo: Todas las érbitas convergen/divergen radialmente - Foco (espiral):
Orbitas espirales convergentes/divergentes - Centro: Orbitas cerradas (periddicas) - Silla: Equilibrio
inestable con separatrices

5.3. Visualizador Interactivo

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

5.4. Galeria de Sistemas Clasicos

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

5.5. Método Numérico: Runge-Kutta 4

5.5.1. jPor qué RK4 en lugar de Euler?

Para integrar un sistema de EDOs y calcular érbitas precisas, necesitamos un método numérico robusto.
He elegido Runge-Kutta de 42 orden (RK4) por las siguientes razones:

Comparacion de Precisién

Método Error Local Error Global Evaluaciones por paso
Euler O(h?) O(h) 1

RK2 (punto medio) O(h?) O(h?) 2

RK4 O(h%) O(h%)

Interpretacion: - Con i = 0.1, Euler tiene error ~ 0.1 - Con el mismo paso, RK4 tiene error ~ 0.0001
(j1000 veces menor!)

Ventajas de RK4

1. Precisién superior: - Para el mismo tamafio de paso h, RK4 es 6rdenes de magnitud méas preciso -
Permite usar pasos méas grandes sin perder precision - Reduce la acumulacién de error en trayectorias

largas
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2. Estabilidad: - Menos sensible a la eleccién del paso h - Maneja mejor sistemas rigidos (stiff) - No

diverge tan facilmente como Euler

3. Visualizacion de calidad: - Las érbitas son suaves y precisas - Los ciclos limite se cierran correctamente

- Los equilibrios se mantienen estables

4. Eficiencia relativa: - Aunque requiere 4 evaluaciones por paso vs 1 de Euler - Puedes usar pasos 5-10

veces mayores - Resultado: similar coste computacional pero mucho més preciso

Inconvenientes de Euler
El método de Euler (y, , =y, + h- f(y,)) tiene problemas serios:
Problema 1: Acumulacién de error

Tras 1000 pasos:
- Euler: error acumulado 1000 x 0(h?) = 0(h)
- RK4: error acumulado 1000 x 0¢h) = 0(Ch)

Problema 2: Inestabilidad numérica - En sistemas oscilatorios (como el arménico), Euler introduce
espirales espurias - Las érbitas cerradas se convierten en espirales divergentes - Ejemplo: dz/dt =

—y,dy/dt = x con Euler genera espirales, no circulos

Problema 3: Conservacién de energia - Sistemas conservativos (Hamiltoniano) pierden/ganan

energia artificialmente - Las 6rbitas cambian de tamafio con el tiempo

Formulas de RK4

Para un sistema ‘fl—f = f(z,y), % = g(z,y):

Paso 1: Evaluar en el punto actual
U= F(@0yn) K =9(@0,yn)
Paso 2: Evaluar en el punto medio usando k;
k§ = fa, + 5kT,y, + 5k, kS = g(w, + §hT,y, + 5HY)
Paso 3: Evaluar en el punto medio usando ks,
kg = flx, + 2k, y, + 2KY), K =g(x, + 2k3,y, + 5K
Paso 4: Evaluar en el punto final usando k4

k5 = f(x, + hkS,y, + hkY), kY = g(z, + kS, y, + hkY)

Actualizacién: Promedio ponderado
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h
Ty =T, + g(lcf +2k3 +2k% + k)

h
Yns1 = Yn + g (kY + 2k + 25 + k)

Interpretacién: RK4 aproxima la solucién usando el desarrollo de Taylor hasta orden 4, pero sin calcular
derivadas explicitamente.

Ejemplo Numérico
Sistema: Oscilador arménico ‘Zlf =y W—g
Solucién exacta: x(t) = cos(t), y(t) = sin(t) (circulo unitario)

Con Euler (h = 0.1, 100 pasos = t = 10): - Error en posicién: ~ 1.5 (j150 % del radio!) - La érbita

diverge como espiral

Con RK4 (h = 0.1, 100 pasos = ¢ = 10): - Error en posicién: ~ 0.0001 (0.01 % del radio) - La érbita
permanece circular

;Cuando usar otros métodos?

Euler: Solo para visualizaciones muy répidas o diddcticas (mostrar problemas de estabilidad)

RK2 (Heun, punto medio): Equilibrio entre precisién y velocidad para sistemas simples

RK4: Recomendado para la mayoria de aplicaciones (usado en este visualizador)

RK45 (Dormand-Prince): Paso adaptativo, 6ptimo para sistemas con diferentes escalas de tiempo

Métodos implicitos (BDF): Sistemas rigidos (stiff), ecuaciones quimicas, circuitos

5.5.2. Cddigo del método RK4

El método estd implementado en la funcién rk4_step:

rkd_step = (x, y, t, dt, f, g) => {
// k1: pendiente en el punto actual
const k1_x = f(x, y, t);
const k1_y = g(x, y, t);

// k2: pendiente en el punto medio (usando k1)

const k2_x = f(x + dt/2 * kl_x, y + dt/2 * kl_y, t + dt/2);
const k2_y = g(x + dt/2 * k1_x, y + dt/2 * kl_y, t + dt/2);
// k3: pendiente en el punto medio (usando k2)

const k3_x = f(x + dt/2 * k2_x, y + dt/2 * k2_y, t + dt/2);
const k3_y = g(x + dt/2 * k2_x, y + dt/2 * k2_y, t + dt/2);

// k4: pendiente en el punto final (usando k3)
const k4 _x = f(x + dt * k3_x, y + dt * k3_y, t + dt);
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const k4_y = g(x + dt * k3_x, y + dt * k3_y, t + dt);

// Promedio ponderado: mas peso a k2 y k3 (puntos medios)
return {

x: x + dt/6 * (kl_x + 2*k2 x + 2*¥k3_x + k4 _x),

y: y + dt/6 x (kl_y + 2*¥k2_y + 2*k3_y + kd_y)
s

53



Capitulo 6

Clasificacion de Sistemas Lineales 2D

Para un sistema lineal con coeficientes constantes:

@by dE o, (a0 b
W — cx 4 dy dt 7 c d

dt

El comportamiento del sistema estd completamente determinado por los autovalores de la matriz A:

det(A—X)=0 = A —tr(A)A+det(4) =0

donde tr(A) = a + d (traza) y det(A) = ad — bc (determinante).

6.1. Casos

La clasificacién completa segtin los autovalores A;, Ay:

Caso Tipo Autovalores Condicién

I Nodo (es- Reales distintos, mismo signo A >0, det >0
table/inestable)

1T Punto silla Reales, signos opuestos A >0, det <0

I11 Nodo estrella Real doble, mult. geom. 2 A=)

v Nodo impropio  Real doble, mult. geom. 1 A=0,A#A

A Centro Complejos puros A <0, tr(A)=0

VI Foco/Espiral Complejos con parte real A <0, tr(A)#£0

VII Degenerado Al menos un autovalor cero det =0

donde A = tr?(A) — 4det(A) es el discriminante.

6.2. Clasificacion por Traza y Determinante

Para sistemas lineales 2D con matriz A, el tipo de equilibrio se determina completamente por:

» Traza: T =tr(A)=a+d
» Determinante: A = det(A) = ad — be

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web

54
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%)

6.3. Visualizacion 3D: Sistemas Tridimensionales

Hasta ahora hemos trabajado con sistemas 2D (plano de fases), pero muchos sistemas dindmicos interesantes

requieren tres variables para su descripciéon completa. En esta seccién exploramos:

1. Sistemas 3D auténomos: (z,y, z) evolucionan segin ecuaciones diferenciales

2. Atractores extranos: Comportamiento cadtico en 3D

3. Visualizacién interactiva 3D: Rotacién, zoom, y exploracién

6.4. Del Plano al Espacio: ;Por qué 3D?

i Dimensionalidad y Comportamiento

Sistemas 2D vs 3D:

Caracteristica Sistemas 2D Sistemas 3D

Caos Imposible (Teorema de Posible (atractores
Poincaré-Bendixson) extranos)

Orbitas Curvas en el plano Curvas en el espacio

Equilibrios Nodo, foco, centro, silla Mas tipos (silla-foco,

Ciclos limite

Complejidad

(Por qué el caos requiere 3D?

Curvas cerradas 2D

Limitada

silla-nodo)
Toros y estructuras
complejas

Arbitrariamente compleja

En sistemas 2D auténomos, las érbitas no pueden cruzarse (por unicidad de soluciones). Esto

impide el comportamiento cadtico, que requiere “mezcla” de trayectorias. En 3D, las érbitas pueden

“esquivarse” sin cruzarse, permitiendo:

= Sensibilidad a condiciones iniciales: Pequenos cambios — grandes diferencias

= Atractores fractales: Estructuras con dimensién no entera

= Mezcla topolégica: Estiramiento y plegado del espacio de fases

6.5. Ejemplos de Sistemas 3D

//| echo: false

//| label: visualizador-3d-component

// Cargar Plotly

Plotly = require("https://cdn.plot.ly/plotly-2.27.0.min.js")

// Funcidén RK4 para sistemas 3D

rk4_step_3d = (x, y, z, t, dt, £, g, h) => {

// k1
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const
const

const

// k2
const
const

const

// k3
const
const

const

// k4
const
const

const

k1l x
kl_y

k1l =z

k2 x
k2_y

k2 z

k3_x
k3_y
k3_z

k4 x
kd_y
kd z

return {

X:
y:
Z:

};

// Calcular 6rbita 3D

= f(x, y, z,
=glx, y, z,
= h(X, Yy, 2,
= f(x dt/2
= g(x + dt/2
= h(x + dt/2
= f(x dt/2
= g(x + dt/2
= h(x dt/2
= f(x + dt *
= g(x + dt *
= h(x + dt *

x + dt/6 * (k1 _x +
y + dt/6 * (kl_y +
z + dt/6 * (k1_z +

* k1 _x, y + dt/2
* k1 x, y + dt/2

* k1 x, y + dt/2

<

* k2_x, y + dt/2
* k2 x, + dt/2
* k2_x, y + dt/2

<

k3_x, y + dt * k3_y, z +
dt * k3_y, z +
k3_x, y + dt * k3_y, z +

+

k3_x, y

kl_y,

kl_y,

kl_y,

k2_y,
k2_y,
k2 y,

2%k2_x + 2*k3_x + k4 _x),
2¥k2_y + 2*¥k3_y + k4_y),
2%k2 z + 2*k3_z + k4_z)

z + dt/2
z + dt/2
z + dt/2

z + dt/2
z + dt/2
z + dt/2

dt * k3_z, t + dt);
dt * k3_z, t + dt);
dt * k3_z, t + dt);

k1 z, t +

k1 z, t +
k1 z, t +

k2 z, t +
k2 z, t
k2 z, t +

calcular_orbita_3d = (f, g, h, x0, yO, z0, dt, tiempo_max) => {

const

Xs =

[, ys =

1,

let x = x0, y = y0, z =

const pasos = Math.floor(tiempo_max / dt);

for (let i =

xs.push(x);
ys.push(y);
zs.push(z) ;

zs = [];
z0;

0; i < pasos; i++) {

const paso = rk4_step_3d(x, y, z, ixdt, dt, f, g, h);

X =

y:

zZ =

paso.x;

paso.y;

paso.

z;

// Detener si diverge
if (Math.abs(x) > 200 || Math.abs(y) > 200 || Math.abs(z) > 200) break;

dt/2);
dt/2);
dt/2);

dt/2);

+ dt/2);

dat/2);
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return {x: xs, y: ys, z: zs};

}

// Funcién principal del visualizador 3D usando Plotly

visualizar_sistema_3d = (config) => {

const container = html <div style="width: ${config.width || 900}px; height

// Parsear funciones del sistema
let £, g, h;
try {

f = new Function('x', 'y', 'z', 't', “return ${config.dx_dtl} );

g = new Function('x', '

h = new Function('x', 'y', 'z', 't', “return ${config.dz_dt} );

} catch (e) {

container.innerHTML

<strong>Error:</strong> ${e.message}
</div>";

return container;

// Calcular 6rbitas

const condiciones = config.condiciones_iniciales.split(';').map(s => {
s.trim() .replace(/[\[\11/g, '').split(',"') .map(Number) ;

const [x, y, z]
return {x, y, z};

1D

const dt = config.dt || 0.01;

const tiempo_max = config.tiempo_max || 50;

// Colores vibrantes para cada 6rbita

const colores = [
'#e74c3c', '#3498db', '#2ecc7l', '#£39cl12',
'#9b59b6', '#labcOc', '#e67e22', '#34495e',
'#c0392b', '#16a085'

1;

// Crear trazas de Plotly

const traces = condiciones.map((ic, idx) => {

y', 'z', 't', ‘return ${config.dy_dt} );

“<div style="color: red; padding: 20px; background:

57

: ${config.height || 700]

#fee; border-radius: 5j

const orbita = calcular_orbita_3d(f, g, h, ic.x, ic.y, ic.z, dt, tiempo_max);

return {

type: 'scatter3d',
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mode: 'lines',
X: orbita.x,
y: orbita.y,

z: orbita.z,

line: {
color: colores[idx? colores.length],
width: 4

Fe

name: “Orbita ${idx + 1},
hovertemplate: 'x: %{x:.2f}<br>y: %{y:.2f}<br>z: /{z:.2f}<extra></extra>'
};
s

// Afiadir puntos iniciales
condiciones.forEach((ic, idx) => {
traces.push({
type: 'scatter3d',
mode: 'markers',
x: [ic.x],
y: [ic.y],
z: [ic.z],
marker: {
size: 8,
color: colores[idx? colores.length],
symbol: 'circle',
line: {
color: 'white',
width: 2
}
Yo
name: “Inicio ${idx + 1}°,
showlegend: false,
hovertemplate: 'Inicio<br>x: %{x:.2f}<br>y: %{y:.2f}<br>z: %{z:.2f}<extra></extra>'
F)
1) g

// Layout de Plotly con estilo profesional
const layout = {
title: {
text: config.titulo || 'Sistema 3D',
font: {size: 20, family: 'Arial, sans-serif', color: '#2c3e50'}
P
scene: {
xaxis: {
title: 'x',
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gridcolor: '#ecfOfl',

showbackground: true,

backgroundcolor: '#fafafa'

1,
yaxis: {
title: 'y',
gridcolor: '#ecfOf1l',
showbackground: true,
backgroundcolor: '#fafafa'
1,
zaxis: {
title: 'z',
gridcolor: '#ecfOf1l',
showbackground: true,
backgroundcolor: '#fafafa'
1,
camera: {
eye: {x: 1.8, y: -1.8, z:
X,
aspectmode: 'cube'
s

paper_bgcolor: 'white',

plot_bgcolor: 'white',

0.8}

margin: {1: O, r: 0, t: 40, b: 0},

showlegend: true,

legend: {
x: 0.02,
y: 0.98,

bgcolor: 'rgba(255,255,255,0.8)",

bordercolor: '#bdc3c7',
borderwidth: 1

B

hovermode: 'closest'

};

// Config de Plotly

const plotConfig = {
responsive: true,
displayModeBar: true,
displaylogo: false,

modeBarButtonsToRemove: ['toImage'],

modeBarButtonsToAdd: [{
name: 'Resetear vista',
icon: Plotly.Icons.home,
click: function(gd) {
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Plotly.relayout(gd, {

'scene.camera': {
eye: {x: 1.8, y: -1.8, z: 0.8}

}

190

}
H
s

// Renderizar

Plotly.newPlot (container, traces, layout, plotConfig);

return container;

6.5.1. Atractor de Lorenz

Sistema de Lorenz (1963)

G =oly—u)

d

@ =zlp—2)—y
& =ay— Bz

Parametros clasicos: 0 = 10, p = 28, 5 =8/3

Caracteristicas: - Primer ejemplo de atractor extraiio (caético) - Modela conveccién atmosférica
(Rayleigh-Bénard) - Dos “lébulos” alrededor de equilibrios inestables - Sensibilidad extrema: cambios

de 107° en CI — 6rbitas divergentes - Dimensién fractal: D ~ 2.06

Fisica: - z: intensidad de circulacién convectiva - y: diferencia de temperatura horizontal - z: desviacién

de temperatura vertical

Interpretacién de parametros: - ¢ (Prandtl): viscosidad/conductividad térmica - p (Rayleigh): difer-

encia de temperatura aplicada - 3: relacién de aspecto geométrica

//| echo: false

//| label: atractor-lorenz

viewof lorenz_params = Inputs.form({
sigma: Inputs.range([5, 15], {value: 10, step: 0.5, label: " (Prandtl)"}),
rho: Inputs.range([15, 35], {value: 28, step: 0.5, label: " (Rayleigh)"}),
beta: Inputs.range([1, 4], {value: 8/3, step: 0.1, label: " "})

B

visualizar_sistema_3d({
dx_dt: “${lorenz_params.sigma} * (y - x)°,
dy_dt: “x * (${lorenz_params.rho} - z) - y~,

dz_dt: “x * y - ${lorenz_params.beta} * z~,
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condiciones_iniciales: "[1,1,1]; [1.01,1,1]1; [0,2,2]",

width: 900,
height: 700,
dt: 0.005,

tiempo_max: 50,
titulo: "Atractor de Lorenz"

b

6.5.2. Atractor de Rossler

Sistema de Rossler (1976)

de _
a = Y=z
dy _

7 =rt+ay

92 =p+ 2(z—c)

Parametros clasicos: a =0.2, b= 0.2, c = 5.7

Caracteristicas: - Atractor caético mas simple que Lorenz - Estructura de “banda enrollada” -
Seccion de Poincaré revela estructura fractal - Ruta al caos por doblamiento de periodo

Ventaja sobre Lorenz: Las ecuaciones son méas simples, lo que facilita el anélisis matematico.

//| echo: false

//| label: atractor-rossler

viewof rossler_params = Inputs.form({
a: Inputs.range([0.1, 0.3], {value: 0.2, step: 0.01, label: "a"}),
b: Inputs.range([0.1, 0.3], {value: 0.2, step: 0.01, label: "b"}),
c: Inputs.range([4, 7], {value: 5.7, step: 0.1, label: "c"})

1)

visualizar_sistema_3d({
dx_dt: -y - z7,
dy_dt: “x + ${rossler_params.a} * y~,
dz_dt: “${rossler_params.b} + z * (x - ${rossler_params.cl})",
condiciones_iniciales: "[1,1,1]; [2,0,0]; [-1,2,0]",

width: 900,
height: 700,
dt: 0.01,

tiempo_max: 200,
titulo: "Atractor de Rossler"

b

6.5.3. Atractor de Aizawa

Sistema de Aizawa (1987)
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%:(sz)xfdy

%:dm—i—(z—b)y

%:c—l—az—%—s—(m2+y2)(1+ez)—|—fzx3

Parametros: a =0.95, 6 =0.7, ¢ =0.6, d = 3.5, e =0.25, f =0.1

Caracteristicas: - Atractor con simetria toroidal - Comportamiento més complejo que Lorenz -

Hermosa estructura en forma de “flor” o “hélice” - Menos estudiado pero visualmente espectacular

//| echo: false

//| label: atractor-aizawa

visualizar_sistema_3d({
dx_dt: “(z - 0.7) * x - 3.5 x y~,
dy_dt: 3.5 * x + (z - 0.7) * y~,
dz_dt: 0.6 + 0.95 * z - (zxz*z)/3 - (x*x + y*y) * (1 + 0.25%z) + 0.lkz*x*kx*x",
condiciones_iniciales: "[0.1,0,0]; [0.2,0.1,0]; [-0.1,0.1,0.5]",

width: 900,
height: 700,
dt: 0.01,

tiempo_max: 300,
titulo: "Atractor de Aizawa"

b

6.5.4. Atractor de Chen

Sistema de Chen (1999)

& =aly—2)
%:(c—a)x—a:z—i—cy
dz

G =ry—bz

Parametros: a =35, b =3, ¢ = 28

Caracteristicas: - Similar a Lorenz pero no topolégicamente equivalente - Descubierto como parte de
la familia de atractores Lorenz-like - Estructura de doble scroll mas simétrica - Importante en criptografia

y comunicaciones seguras

//| echo: false
//| label: atractor-chen

visualizar_sistema_3d({
dx_dt: 35 * (y - x)7,
dy_dt: “(28 - 35) * x - x * z + 28 * y°,
dz_dt: 'x *x y - 3 *x z7,

condiciones_iniciales: "[1,0,0]; [-2,0,1]; [0,1,2]",
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width: 900,
height: 700,
dt: 0.002,

tiempo_max: 50,
titulo: "Atractor de Chen"
1)

6.5.5. Sistema de Thomas

Sistema de Thomas (1999)

de — _pr + sin(y)
% = —by +sin(z)

4z — _pz + sin(x)

Parametro: b = 0.208186

Caracteristicas: - Atractor con simetria ciclica (invariante bajo rotaciones de 120°) - Forma de “pretzel”

o nudo tridimensional - Sistema disipativo con comportamiento caético - Usado en modelos de osciladores

acoplados

//| echo: false
//| label: atractor-thomas

visualizar_sistema_3d({
dx_dt: "-0.208186 * x + Math.sin(y)",
dy_dt: "-0.208186 * y + Math.sin(z) ",
dz_dt: “-0.208186 * z + Math.sin(x) ",
condiciones_iniciales: "[1,1,1]; [2,0,0]; [0,2,0]",

width: 900,
height: 700,
dt: 0.05,

tiempo_max: 500,
titulo: "Sistema de Thomas"

b

6.5.6. Atractor de Halvorsen

Sistema de Halvorsen

Z—f:—ax—4y—4z—y2
W= _qy— 4z —da — 22
%:—az—4x—4y—x2

Parametro: a = 1.4
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Caracteristicas: - Simetria perfecta bajo permutaciones ciclicas de (z,y,2) - Atractor con cuatro

“lébulos” interconectados - Comportamiento cadtico con alta complejidad estructural - Belleza geométrica

notable

//| echo: false

//| label: atractor-halvorsen

visualizar_sistema_3d({
dx_dt: -1.4 x x -4 xy -4 x z - yxy~,
dy_dt: -1.4 xy -4 *x z - 4 x x - zxz~,
dz_dt: "-1.4 *x z - 4 * x - 4 x y - x*x_,

condiciones_iniciales: "[1,0,0]; [0,1,0]; [0,0,1]",
width: 900,
height: 700,
dt: 0.005,
tiempo_max: 100,
titulo: "Atractor de Halvorsen"
1))
6.5.7. Sistema de Sprott (Case A)
Sistema de Sprott A (1994)
dz _
G =Y
% =—x+yz
dz _ 2
@ =1y

Caracteristicas: - Uno de los sistemas cadticos mas simples conocidos - Solo 5 términos (minimo

para caos en 3D con polinomios cuadréticos) - Parte de una coleccién de 19 sistemas simples caéticos

(Sprott A-S) - Exponente de Lyapunov positivo a pesar de su simplicidad

Relevancia: Demuestra que el caos no requiere ecuaciones complicadas.

//| echo: false
//| label: atractor-sprott

visualizar_sistema_3d({
dx_dt: “y°,
dy_dt: “-x + y*z~,
dz_dt: "1 - y*xy°,

condiciones_iniciales: "[0,1,0]; [0.5,0,0];

width: 900,

height: 700,

ctes ©.02,

tiempo_max: 200,

titulo: "Sistema de Sprott (Case A)"
B

[0,0.5,0.5]",
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6.6.

i

Chaos en Sistemas 3D

Teoria de Sistemas Cadticos

6.6.1. Caracteristicas del Caos Determinista

1. Sensibilidad a Condiciones Iniciales

Pequenas diferencias iniciales d, crecen exponencialmente:

§(t) ~ §yett

donde A > 0 es el exponente de Lyapunov maximo.

Ejemplo Lorenz: §, = 107° — después de t ~ 10 unidades, §(t) ~ 1 (orden del atractor).

2. Atractores Extranos

Son conjuntos invariantes con: - Dimensién fractal: D no entera (ej: Lorenz D ~ 2.06) -
Estructura autosimilar: Igual aspecto a diferentes escalas - Medida no uniforme: Algunas
regiones mas visitadas que otras

3. Mezcla Topoldgica

El flujo “estira y pliega” el espacio de fases: - Estiramiento: Separacion de trayectorias cercanas -

Plegado: Mantiene el atractor acotado

6.6.2. Herramientas de Analisis

Exponentes de Lyapunov - \; > 0: Caos (divergencia exponencial) - A; = 0: Movimiento
cuasiperiddico - A\; < 0: Convergencia a equilibrio/ciclo
Dimensién de Kaplan-Yorke '
J
Eiil )\7,

Dyy=j+ Zi=t20
KY Ajial

donde j es el maximo indice tal que Zi: LA 20

Seccién de Poincaré - Corte transversal del atractor - Revela estructura en 2D - Util para
detectar periodicidad

Diagrama de Bifurcacién - Cémo cambia el atractor con un pardmetro - Rutas al caos: doblamien-

to de periodo, intermitencia, crisis

6.7. Aplicaciones Practicas

6.7.1. Meteorologia

Sistema de Lorenz — Conveccién atmosférica

= Prediccién del tiempo limitada (horizonte ~10 dias)
= “Efecto mariposa”: pequenas perturbaciones — grandes cambios
= Modelos climéticos modernos: sistemas de dimensién ~ 107
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6.7.2. Circuitos Electrdonicos

Circuito de Chua — Atractor cadtico en hardware

= Resistor no lineal + inductores + capacitores
= Generacion de seniales cadticas

= Aplicacién en comunicaciones seguras

6.7.3. Quimica
Reaccién de Belousov-Zhabotinsky

= Oscilaciones quimicas cadticas
= Ondas de concentracién viajeras
= Modelo: sistema tipo Rossler

6.7.4. Biologia

Redes neuronales cadticas

= Modelos de Hindmarsh-Rose (neuronas)
= Sincronizacién de osciladores

» Ritmos cardiacos irregulares (fibrilacion)

6.7.5. Criptografia
Generadores pseudoaleatorios

» Sistemas tipo Lorenz/Chen como fuente de caos
» Cifrado basado en sincronizacién cadtica

= Mayor seguridad que generadores lineales
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Capitulo 7

Conservacion del Volumen en Sistemas Hamil-

tonianos

Los sistemas hamiltonianos tienen la propiedad de conservar el volumen en el espacio de fases (Teorema
de Liouville). Esto significa que si tomamos un conjunto de condiciones iniciales que ocupan cierta region,

el flujo deformard esta region pero su area permanecera constante.

dg _ O0H
dt — Op
dp _ _OH

dt — ~ Oq

Un sistema hamiltoniano tiene la forma:

donde H(gq,p) es la funcién hamiltoniana (energia total del sistema).

Propiedad clave: La divergencia del campo vectorial es cero:
H H
e () ()
g \op/ Op\ Oq

Esta propiedad implica que el volumen (en 2D, el drea) se conserva bajo el flujo.

Nota: Esta seccion contiene funciones interactivas exclusivas en la pagina web
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Capitulo 8

Indices de Contenido Matematico

T

//| echo: false
dummy = 1

Este documento contiene indices organizados de todas las definiciones, teoremas, proposiciones y otros

elementos matemaéticos presentes en los apuntes.

8.1.

© XN TR w N

._.
e

8.2.

Definicions

Definicién 1.1 - Forma estandar

Definicién 1.2 - Ecuacion lineal

Definicién 1.3 - Forma estandar

Definicién 1.4 - Forma Normal

Definicién 4.1 - Sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
Definicion 4.2 - Solucién de un sistema

Definicién 4.3 - Sistema lineal

Definicién 4.4 - Dependencia e independencia lineal

Definicién 4.5 - Wronskiano

Definicién 4.6 - Matriz fundamental de soluciones

Teoremas

1. Teorema 4.1 - Principio de superposicion

e

NS o

Teorema 4.2 - Teorema de Abel

Teorema 4.3 - Existencia de un sistema fundamental de soluciones (matriz identidad
como base)

Teorema 4.4 - Estructura de la solucién general

Teorema 4.5 - Principio de superposicién para sistemas no homogéneos

Teorema 4.6 - Caracterizacién de matriz fundamental

Teorema 4.7 - Soluciones para autovalores con multiplicidad algebraica igual a la ge-
ométrica

Teorema 4.8 - Soluciones para autovalores con multiplicidad algebraica mayor que la
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geométrica

8.3. Proposicions

. Proposicién 4.1 - Reduccion de orden superior a sistema de primer orden
. Proposicién 4.2 - Wronskiano y dependencia lineal

. Proposicién 4.3 - Relacién entre matrices fundamentales

= W N =

. Proposicién 4.4 - Solucién exponencial y autovalores

8.4. Corolarios

1. Corolario 4.1 - Criterio del Wronskiano para dependencia e independencia lineal
2. Corolario 4.2 - Solucién general del sistema no homogéneo

3. Corolario 4.3 - Solucién de problema de valor inicia

8.5. Ejemplos

1. Ejemplo 1.1 - Ejemplo: Disparo Parabolico

2. Ejemplo 1.2 - Ecuacién lineal

3. Ejemplo 1.3 - exm-orden

4. Ejemplo 1.4 - exm-lineal

5. Ejemplo 1.5 - exm-autonoma

6. Ejemplo 1.6 - exm-forma-normal

7. Ejemplo 4.1 - Ejemplo: comprobar si una funciéon es solucién
8. Ejemplo 4.2 - Ejemplo: Ecuaciéon de orden 3

9. Ejemplo 4.3 - Ejemplo: sistema de orden 2
10. Ejemplo 4.4 - Ejemplo: Sistema de dos ecuaciones
11. Ejemplo 4.5 - Ejemplo: sistema de tres ecuaciones
12. Ejemplo 4.6 - Ejemplo: autovalores distintos
13. Ejemplo 4.7 - Ejemplo: multiplicidad geometrica igual a la algebraica
14. Ejemplo 4.8 - Ejemplo: sistema 6x6
15. Ejemplo 4.9 - Ejemplo: Autovalores complejos

8.6. Ejercicios

. Ejercicio 1.1 - exr-parabola
. Ejercicio 12.1 - Solucién de la ecuacién homogénea

. Ejercicio 12.2 - Neurona con corriente constante

= W N =

. Ejercicio 12.3 - Neurona con corriente variable



CAPITULO 8. INDICES DE CONTENIDO MATEMATICO

5. Ejercicio 12.4 - Neurona con corriente escaléon

6. Ejercicio 12.5 - Neurona con corriente impulsiva

8.7. Solucidns

Solution 1.2 - Solucién

Solution 1.3 - Demostrar que la solucién anterior es tinica salvo constante
Solution 1.4 - Problemas de valor inicial (PVI)

Solution 1.5 - Solucién: Estudio paramétrico

Solution 1.6 - Plano de fases

Solution 1.7 - Solucién: Equilibrio

Solution 1.8 - Campo de direcciones paramétrico

Solution 1.10 - Solucién: Equilibrio y estabilidad

Solution 1.10 - Solucién: Método de Euler

© XN Do wN e

8.8. Visualizacions

2. Seccién 11.5 - Visualizador Interactivo de Modos de Vibracion
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Capitulo 9

Examenes y guias docentes

9.1. Guias Docentes

Guia docente de la asignatura por curso y grado

Ano Grado Documento

2025-2B8latematicas y Guia docente (PDF)
Fisica Aplicada

2024-23atematicas Guia docente (PDF)
Aplicadas

9.2. Examenes

Afio  Grado Convocatoria solved Documento

2025-26 Mates/Fisi- Final (diciembre) PDF
ca resuelto

2025-26 Mates/Fisi- Final (diciembre) PDF
ca

2025-26 Mates/Fisi- Parcial (octubre) PDF
ca

2024-25 Mateméti- Final (junio) PDF
cas

2024-25 Mateméti- Final (enero) PDF
cas

2024-25 Mateméti- Parcial (noviembre) PDF
cas

2024-25 Mateméti- Parcial (noviembre) PDF
cas
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Herramientas de visualizacion

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

Visualizador Plano de fases 1D:
Plano 2D
Clasificador de Orbitas de Sistemas lineales

Potenciales y planos de fases
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Capitulo 11

Vibracion de un Tambor Circular

i Contexto

Estudiamos las vibraciones de una membrana circular (tambor) cuando la solucién no depende
del dngulo (caso axisimétrico), reduciendo la ecuacién de ondas 2D a un problema de ecuaciones
diferenciales ordinarias con la ecuacién de Bessel.

11.1. Ecuacion de Ondas Bidimensional

La vibracién de una membrana circular de radio a se describe mediante la ecuacién de ondas:

9%y

2 2
ﬁZCQVQuZCQ <8u 6u>

522 T o2

donde u(x,y,t) es el desplazamiento vertical y ¢ es la velocidad de propagacion.

11.1.1. Coordenadas Polares

Para una membrana circular, usamos coordenadas polares (r, ):

x=rcosf, y=rsinf
El laplaciano en coordenadas polares es:

0%u  10u 1 0%u

2, _Jguw 1touw 10U
Vu_ar2+r8r+r2892

Por tanto, la ecuacién de ondas se escribe:

Pu_,(Pu_ 1ou 17
a2 or2  ror r2002

11.1.2. Caso Axisimétrico

Cuando la membrana vibra con simetria radial (independiente de 0), se tiene:

ou
%—0 = wu=u(rt)
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La ecuacion de ondas se reduce a:

Pu_ (7 1o
o2 or?2  ror

con condiciones:

» Borde fijo: u(a,t) =0

= Finitud en el centro: u(0,t) < co

11.2. Separaciéon de Variables

Buscamos soluciones de la forma:
u(r,t) = R(r)T(t)
Sustituyendo en la ecuacién de ondas:
1
R(\T" () = 2 (R” (T (t) + ;R’(T)T(t))

Dividiendo por R(r)T'(¢):

T"(t) _R'(r) 1R(r)
2T - R r RO

donde A es la constante de separacién (autovalor).

11.2.1. Ecuacion Temporal

| T7(t) + A*T(t) = 0|

Solucidén (para A > 0):

T(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), w=cVA
Representa oscilaciones arménicas con frecuencia w.
11.2.2. Ecuacién Radial (Ecuacién de Bessel)

r?R"(r) +rR'(r) + A\r?R(r) =0

Definiendo k = v\ y haciendo el cambio p = kr:
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\ p*R"(p) + pR'(p) + p*R(p) = 0 \

Esta es la ecuacién de Bessel de orden cero J;(p).

Solucién general:

R(p) = C1Jy(p) + CoY4(p)

donde:

» J; es la funcién de Bessel de primera especie

» Y} es la funcién de Bessel de segunda especie (singular en p = 0)

Condicién de finitud: Como Y;(0) — —oo, se requiere Cy = 0:

R(r) = CyJy(kr)

11.3. Condiciéon de Frontera y Autovalores
La condicién de borde fijo u(a,t) = 0 implica:
R(a) = Jy(ka) =0
Autovalores: Los valores k,, son las raices de la funciéon de Bessel:
Jo(k,a) =0, n=1,23,..

Numéricamente, las primeras raices de J,(z) son:

xq ~ 2.4048
o ~ 5.5201
Tq ~ 8.6537
x, ~ 11.7915

Por tanto:

11.3.1. Frecuencias Naturales

Las frecuencias de vibracién son:
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Interpretacién:

s El tambor vibra con frecuencias discretas (cuantizadas)
» Las frecuencias no son multiplos enteros (a diferencia de una cuerda)

= Dependen inversamente del radio: tambores grandes suenan més grave

11.4. Modos Normales de Vibracion

La solucién general es una superposiciéon de modos:

u(r,t) = i Jo(k,,r) [A,, cos(w,t) + B,, sin(w,?)]
n=1

Modo n-ésimo:

u,, (r,t) = Jy(k,,r) cos(w,t)

11.4.1. Caracteristicas de los Modos

Modo k,a  Nodos (circulos) Frecuencia relativa

n=1 240 0 (solo el borde) fi

n=2 5.52 1 circulo interno 2.30f;
n=3 8.65 2 circulos internos 3.60f;
n=4 11.79 3 circulos internos 4.90f;

Nodos: Circulos de radio r donde J(k,r) = 0, que permanecen en reposo.

11.5. Visualizador Interactivo de Modos de Vibracion
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11.6. Figuras de Chladni: Visualizando las Vibraciones

En la segunda mitad de 1700, el fisico aleman Ernst Chladni descubrié un método para visualizar los
patrones de vibracién: espolvorear arena fina sobre una placa o membrana vibrante. La arena se acumula

en las lineas nodales (donde no hay movimiento), revelando los patrones geométricos de cada modo.

11.6.1. ;Por qué se forman estos patrones?

= Las zonas que vibran intensamente agitan y expulsan la arena
» Los nodos (puntos en reposo) actiian como refugios donde la arena se deposita

= El resultado: patrones geométricos que corresponden exactamente a las soluciones matematicas

11.6.2. Patrones de Chladni para el Caso Axisimétrico

Los modos que hemos estudiado (n = 1,2, 3,4) producen patrones de circulos concéntricos:

//| echo: false

//| label: chladni-axisimetrico

const width = 730;
const height = 250;
const radius = 80;

const spacing = 180;

const svg = d3.create("svg")
.attr("width", width)
.attr("height", height)
.attr("viewBox", [0, 0, width, height]);

// Funcidén auxiliar para encontrar ceros de Bessel
const zerosJO = [0, 2.4048, 5.5201, 8.6537, 11.7915];

for (let n = 1; n <= 4; n++) {
const g = svg.append("g")
.attr("transform", “translate(${spacing/2 + (n-1) * spacing}, ${height/2}));

// Circulo exterior

g.append("circle")
.attr("r", radius)
.attr("£ill", "none")
.attr("stroke", "black")
.attr("stroke-width", 2);
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// Circulos nodales internos
for (let i = 1; i < n; i++) {
const r_nodal = radius * zerosJO[i] / zerosJO[n];
g.append("circle")
.attr("r", r_nodal)
.attr("fill", "none")
.attr("stroke", "#e74c3c")
.attr("stroke-width", 2.5)
.attr ("stroke-dasharray", "3,3");

// Etiqueta

g.append("text")
.attr("y", radius + 25)
.attr("text-anchor", "middle")
.attr("font-size", "14px")
.attr("font-weight", "bold")
.text(Cn = ${n}7);

return svg.node();

}

11.6.3. Videos: Figuras de Chladni en Accién
Observa estos experimentos reales donde se forman los patrones de Chladni:

i Chladni circular

https://www.youtube.com/watch?v=CGiiSIMFFII

i Chladni circular - nuevos modos
https://www.youtube.com/watch?v=IRFysSAxWxI
i Experimento con placa de Chladni

https://www.youtube.com/watch?v=wvJAgrUBF4w

11.6.4. Aplicaciones modernas
Las figuras de Chladni tienen aplicaciones en muchas areas:

= Ingenieria actstica: diseno de instrumentos musicales
= Control de calidad: deteccién de defectos en materiales
= Nanotecnologia: manipulaciéon de particulas microscopicas

= Arte sonoro: instalaciones que visualizan musica en tiempo real


https://www.youtube.com/watch?v=CGiiSlMFFlI
https://www.youtube.com/watch?v=lRFysSAxWxI
https://www.youtube.com/watch?v=wvJAgrUBF4w

Capitulo 12

Modelo de Neurona Integrate-Fire-Leakage

12.1. Introduccion

Las neuronas son células del sistema nervioso que transmiten informacién mediante impulsos eléctricos.
Una neurona tipica consta de tres partes principales: las dendritas (que reciben sefiales de otras neuronas),
el soma o cuerpo celular (que integra las sefiales recibidas), y el axén (que transmite los impulsos eléctricos

a otras neuronas).

El modelo Integrate-and-Fire con fuga (IFL) describe la dindmica del potencial de membrana de una
neurona mediante un circuito eléctrico equivalente compuesto por un resistor R (fuga de corriente) y un

condensador C' (almacenamiento de carga).

La ecuacién diferencial del potencial de membrana u(t) es:

du
TmE = _[u(t) - urest] + RI<t) (121)

donde 7,, = RC es la constante de tiempo de la membrana, u,. es el potencial de reposo, e I(t) es la
corriente de entrada. Cuando u(t) alcanza un umbral ug,,, la neurona “dispara” un potencial de accién y

se reinicia.
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12.2. Caso homogéneo: neurona sin estimulaciéon externa

Consideremos primero el caso en que no hay corriente externa aplicada, es decir, I(t) = 0. La ecuacién se

reduce a:

du
Tm@ = 7[“@) - urcst] (122)

Esta es la ecuacion que describe el comportamiento de “fuga” (leaky) de la neurona: sin estimulacién

externa, el potencial de membrana tiende a regresar exponencialmente hacia su valor de 1eposo U, -
Ejercicio 12.1. Resolver la ecuacién Ecuacién 12.2 mediante dos métodos diferentes:

1. Método estandar
2. Transformada de Laplace Considerar la condicién inicial u(0) = u,. Estudiar el comportamiento
asintético de la solucién. ;Se parece a algiin modelo visto en clase? ;Qué comportamiento tiene la

neurona?

Solucion. La ecuacién es:

du
ma = _<u urest)
Separando variables:
d 1
i
U — Upest Tm

Integrando ambos miembros:

d 1
/71& - —/—dt
U — Upest Tm

t

hllu - urest' = _7_7 + C(1
m

u(t) — U,y = Ce/™m

res

Imponiendo la condicién inicial u(0) = w, se obtiene C' = 1y — U,y Por tanto:

U(t) = Uypest + (uO - urest)eit/ﬂ” (123)

Solucion. Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién. Sea U(s) = L{u(t)}:

T lsU(s) = ug] = —[U(s) — =]

utilizando que £{u,qy } = “=¢ para una constante.

Despejando U(s):
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Urest,

TnsU(8) + U(s) = 7,,uqp + r;’“

U()(Tys + 1) = Tyt + 25t
S

T, U U
U(S) _ m 0 rest
Tms+1  s(r,s+1)
Para el primer término, se reescribe:
TmU U

T.s+1  s+1/7,

cuya transformada inversa es uge*/7m.

Para el segundo término, se aplica la descomposicion en fracciones parciales:

A B

s(r,s+1) s + TS+ 1

Urest

Multiplicando por s(7,,s + 1):

Upost = A(T,,8+ 1) + Bs
A

» Sis =0 entonces Uy =

» Sis=—1/7,, entonces u,.y = —B/7,,, = B = —U, T,

Por tanto:

rest _ U

Uu rest Upest

(1,8 + 1) s s+1/7,

Aplicando la transformada inversa:
U
1) Tvest L et/ Tm
S(Tms + 1) rest rest
Combinando ambos términos:

u(t) = uoeit/‘rm + urest(l - eit/Tm)

t/T

m

u(t) = Upest, T (U'O - urest)ei

que coincide con la solucién obtenida por el método estandar Ecuacién 12.3.
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Interpretacion fisica: La solucién Ecuacién 12.3 muestra que si la neurona parte de un potencial inicial

Uy F Uyeqts €l potencial de membrana decae exponencialmente hacia el valor de reposo u,., con una
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constante de tiempo 7,, = RC. Este es el efecto de leakage (fuga) que da nombre al modelo.

12.3. Caso no homogéneo: corriente constante

Consideremos ahora el caso en que se aplica una corriente externa constante I(¢f) = I,. La ecuacién
Ecuaciéon 12.1 se convierte en:

du

Tma = *[U(t) - urcst] + RIO (124)

Esta ecuacion describe como responde la neurona a una estimulacién eléctrica constante, que es un caso
fundamental en neurofisiologia.

Ejercicio 12.2. Resolver la ecuaciéon Ecuacién 12.4 mediante dos métodos:

1. Método estandar

2. Transformada de Laplace
Considerar la condicién inicial u(0) = u,. Estudiar el comportamiento asintético cuando ¢ — 0.
Solucion. Paso 1: Solucién homogénea

La solucién de la ecuacién homogénea asociada ya fue obtenida en Ecuacion 12.3:

uy (t) = Ce Hm

Paso 2: Solucidén particular por coeficientes indeterminados

Se busca una solucién particular de la forma u,(t) = K (constante), ya que el término no homogéneo es
constante.

Sustituyendo en la ecuaciéon Ecuacién 12.4:

Tm

0 =—[K —u,] + RI,

rest]

0=—K 4ty + Ry

rest

K = Upest + RIO

Por tanto, la solucién particular es:

up<t) = Uyest + RIO

Nota: esto es equivalente a buscar un equilibrio.
Paso 3: Solucién general

La solucién general es la suma de la solucién homogénea y particular:
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u(t) = Up, <t) + up (t> = Ce_t/Tm + Upest + RIO

Paso 4: Aplicar la condicién inicial

Imponiendo u(0) = u:

Uy = C + Uyest + RIO

C= Uy — Upest — RIO

Por tanto, la solucién completa es:

u(t) = Uy + RIy + (Ug — Upeyy — RIy)e ™ ™m

Solucion. Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién Ecuacién 12.4. Sea U(s) = L{u(t)}:

Upeg RI
rlsU(s) — ) = —[U(s) — et 4 o
utilizando que £{I,} = %" para una constante.
Despejando U(s):
RI
T’rnSU<3) TmWo = _U(S> Hrest —L
s s
Urest + RIO

Ug + Urpest RIO
Tns+1  s(r,s+1)  s(r,s+1)

U(s) =

Transformada del primer término:

Este término ya fue calculado en el caso homogéneo:

T, U, Uu,
L‘*l m 0 _ ,571 0 — —t/ T,
{Tms+1} {s+1/7m e

Transformada del segundo término:

Este término también aparece en el caso homogéneo, por lo que su transformada inversa es:

U
Loy ——rest A g (1—e
{S(T s 1)} urest( € )

87

(12.5)



CAPITULO 12. MODELO DE NEURONA INTEGRATE-FIRE-LEAKAGE 88

Transformada del tercer término:

Observando que la descomposicién en fracciones parciales de es independiente del numerador

1
$(Tp,s+1)
constante, se puede factorizar:

RI, 1
0  _ R
s(1,,s + 1) 0 s(t,,s + 1)

Aplicando el mismo resultado:

1,
/Cil L — RIO(I_eit/Tnz)
S(rs + 1)

Solucién final:

Combinando los tres términos:

U(t) - quit/Tm + urest(l - eit/ﬁrm) + RIO(]' - eit/Tm)

Factorizando:

u<t) = U’Oeit/‘rm + (U‘rest + RIO)<1 - eit/‘rm>

U’(t) = quit/Tm + (urcst + RIO) - (U‘rcst + RIO)eit/Tm

u(t) = Upest + RIO + (UO T Upest — RIO)eit/Tm

que coincide con la solucién obtenida por el método estandar Ecuacién 12.5.
Interpretacion fisica:
La solucién Ecuacién 12.5 muestra que:

1. Estado transitorio: El término exponencial (g — o — RIy)e ™"/ ™ decae con constante de tiempo

rest

T+

2. Estado estacionario: Cuando t — oo, la solucién converge a:

Uso = Upest + RIO

Este nuevo equilibrio es el potencial de reposo desplazado por el término R1, debido a la corriente

constante aplicada.

3. Condicién de disparo: Si la corriente I, es suficientemente grande tal que u,, = Upg, + BRIy > Ugye

(umbral de disparo), la neurona alcanzaré el umbral y disparard un potencial de accién.
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12.4. Caso general: corriente variable I(t)

Consideremos ahora el caso mas general donde la corriente de entrada es una funcién arbitraria del tiempo

I(t). La ecuacién del potencial es:
du
Tma + U(t) = Upesy + RI<t) (126)

Esta ecuacién diferencial lineal de primer orden describe la respuesta de la neurona a cualquier patrén

temporal de estimulacién.
Ejercicio 12.3. Resolver la ecuaciéon Ecuacién 12.6 mediante dos métodos:

1. Método estandar

2. Transformada de Laplace
Considerar la condicién inicial «(0) = u, y una corriente genérica I(t).

Solucion. Se observa que esta ecuacién es otro problema no homogéneo con la misma parte homogénea

que los casos anteriores. Por tanto, la solucién homogénea es:

uy, (t) = Ce /™

Del caso anterior con corriente constante Ecuacion 12.5, se tiene que la solucién completa tiene la forma:

u(t> = Upegy + (U’O - urest)eit/‘rm + Uy (t)

donde wu,(t) es la solucién particular que depende de la corriente aplicada.
Solucién particular por variacién de constantes

Para encontrar w,,(t) cuando I(t) es variable, se aplica el método de variacién de constantes a la ecuacion

no homogénea:

Se propone una solucién de la forma:

donde C(t) es una funcién a determinar. Calculando la derivada:

du 1
—P (e t/Tm — —C(t)e ™
3 = /e = —C)e
Sustituyendo en la ecuacién:
1 1
C'(t)e Um — —C(t)e t/™m 4+ —C(t)e ™ = EI(t)
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Simplificando:
O (t)e Hmm = —I(t)
Tm
C'(t) = —I(t)et/™
Tm
Integrando desde 0 hasta ¢:
R t
C(t) = —/ I(s)e®/™mds
T Jo
Por tanto, la solucién particular es:
= Btirn [ 1(sye5!
u,(t) = C(t)e /™ = —e"/™m [ I(s)e*/Tmds
T o
que también se puede escribir como:
R t
u,(t) = T—/ I(s)e"t=5)/mmds
m JQ

Solucion general:

Combinando la solucién homogénea con condicién inicial y la solucién particular:

R t
U(t) =ty + (g — tgeng )t/ + 2 / I(s)e~ 9/ mnds (12.7)
0

Tm

donde el ultimo término es una convolucién que representa la respuesta de la neurona a toda la historia

de estimulacién.

Solucion. Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién Ecuacion 12.6. Reescribiendo primero en

forma estandar:

du 1 1 R
1 + Zu(t) = aurcst + af(ﬂ

Sea U(s) = L{u(t)} y J(s) = £{I(t)}. Aplicando la transformada:

1 Upes R
sU(s) —ug + fmU(s) = ?st + aj(s)

Paso 1: Despejar U(s)

U(s) <s + 1) g+ e g

m Tm § Tm
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Ug + Urest +
s+ 1/T,  Tms(s+1/7,)  Tu(s+1/7,)

U(s) =

Paso 2: Transformada inversa del primer término

_ u —i/r
TN

Paso 3: Transformada inversa del segundo término
Ya calculado anteriormente en el caso homogéneo:
U
L et b gy (1 —e
(s = et )

Paso 4: Transformada inversa del tercer término

Este término requiere el teorema de la convolucién. Se sabe que:

L1 o = e t/™m
s+1/7,

Por el teorema de la convolucién:
1 t
< {s+1/7m7 (5)} eIt = /0 o lg)ds

donde * denota la operaciéon de convolucion.
Solucién final:

Combinando todos los términos:

Tm

R t
u(t) = uge /™m (1 — e Hm) 4 — / e t=8)/mm [ (s)ds
0

Simplificando:

R t
/Tm + 7/ I(S)e_(t_‘g)/deS
0

Tm

U’(t) = Upest + (uO - urest)e_t

que coincide exactamente con la solucién obtenida por variacién de constantes Ecuacién 12.7.
Interpretacion fisica:
La solucién Ecuacién 12.7 revela tres componentes fundamentales:

1. Estado de reposo: u,. es el potencial base al que tiende la membrana.

2. Término transitorio: (u — . )e "™ representa el decaimiento exponencial desde la condicién

inicial hacia el reposo.
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3. Respuesta a la estimulacién: El término integral

R t

Tm 0

I(s)e =5/ Tmds

es una convolucién que representa cémo la neurona “integra” toda la historia de estimulacién I(s)
desde s = 0 hasta el tiempo actual ¢. Cada estimulo pasado contribuye con un peso exponencialmente
decreciente e=(#=%)/m 1o que refleja la naturaleza de “memoria corta” de la neurona determinada

por 7,,.
Este resultado generaliza los casos anteriores:

s Si I(t) = 0, recuperamos la ecuacién Ecuacién 12.3
» Si I(t) = I, (constante), recuperamos la ecuacién Ecuacién 12.5

12.5. Caso particular: corriente tipo escalén (Heaviside)

Consideremos ahora el caso en que la corriente aplicada es una funcién escalén de Heaviside con un salto
ent =ty

donde F(t —t,) es la funcién escalén unitario que vale 0 para t < ¢, y 1 para t > t,. Este caso modela
una neurona que estd en reposo hasta que en ¢ = ¢, se le aplica sibitamente una corriente constante.

Ejercicio 12.4. Resolver la ecuacién Ecuacién 12.6 con I(t) = I,H (t —t,) y condicién inicial u(0) = u,.
Usar la transformada de Laplace.

Solucion. Se parte de la solucién general Ecuacion 12.7:

R t
u(t) = Upegy + (ug — urest)e—t/rm + 7/ I(S>e—(t—s)/rmds
0

Tm

Sustituyendo I(t) = I, (t —ty):

R ~(t-9)/
u(t) = Upest + (Uo - urest>e Tm— ‘7{<S - tO)e HiTmds

™m Jo
Anadlisis de la integral segun el valor de ¢
La funcién escalén (s — t,) divide el dominio de integracién en dos regiones:

» Para s <ty: H(s—t;) =0
» Para s > t,: H(s—ty) =1

Caso 1: t < t, (antes del salto)

Sit < t,, entonces para todo s € [0,t] se tiene que s < t,, por lo que H (s —t;) = 0 en todo el intervalo

de integracion. Por tanto:
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¢
/ H (s —tg)e =)/ Tmds = 0
0
y la solucién es:

/T,

U(t) = Uypest + (uO - urest)ei

El potencial evoluciona segin la dindmica homogénea desde la condicién inicial.
Caso 2: t > t, (después del salto)

Sit > tg, la funcién escalén vale H (s — ;) = 1 solo cuando s > t,. Por tanto, la integral se reduce a:

t t
[ s = tygemmas = [ etormas
0 t

0

Para calcular esta integral, se reescribe el integrando:

t t
/ e_(t_3>/7—md8 — e_t/Tm / es/des
t t

0 0

Resolviendo la integral:

t
/ ¢/mds = [re ] =7, e — 7, clolTm = 7. ctolTm (eli~to)/Tm _ 1)
to to
Sustituyendo:
t
e_(t_s)/deS — e_t/Tm, . TmetU/T"L (e(t_t())/Tm — 1)

tO

= e T (0T 1) = 1 (1 — ()i

Por tanto:

RI
u(t) = Upest + (U'O - urest)eit/q—m + —0. Tm (1 — 67<t*t0)/7m>
Tm

u(t> = Uypegt, + (uO - urest)e_t/Tm + RIO (1 - e_<t_t0)/7—m)

Reagrupando los términos exponenciales:

U(t) = Upest + (uO - urest)eit/Tm + RIO - 1%1067“7260)/7-m

u(t> = Uypegt, + RIO + (Uo - urest>e_t/7—m - RIOe_<t_t0)/Tm

93
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Verificacién de continuidad en ¢ =t
Es importante verificar que la solucién es continua en el punto de discontinuidad de la corriente:
= Limite por la izquierda:

tlir?a U(t) = Upest + <’LL0 - urest>e_t0/7-m

= Limite por la derecha:

lim U(t) = Upesy T RIO + (UO - urcst)eitO/Tm - RIoeo

t—td
— —to/T,
= Upest + (UO - urest)e oftm

Por tanto, u(t) es continua en ¢t = ¢, aunque la corriente I(t) presente una discontinuidad de salto. Esto es
fisicamente correcto: el potencial de membrana no puede cambiar instantdneamente porque el condensador

debe cargarse de forma continua.

Solucion completa:

Urest + (uO - urcst)eit/‘rm sit< tO
e (12.8)
Upegt T RIO + (uO - urcst>€7t/7m - Rl—o@*(t*tO)/Tm sit> tO

Esto se puede escribir de forma compacta como:

u(t) = Upest + (uO - urcst)eit/rm + RIO [1 - ei<t7t0>/7—m] }[(t - tO)

Solucion. Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién Ecuacién 12.6. Reescribiendo en forma

estandar:

du 1 1 R
— + —u(t) = —tp + —I(t
dt +Tmu() Tmurebt+Tm ()

Con I(t) = I,H(t —ty), se tiene que £L{I(t)} = 2=
Sea U(s) = £{u(t)}. Aplicando la transformada:

1 R Ije st
sU(8) —ug + —U(s) = “xest 4 1 10¢ 7
m TTVLS Tm S

Paso 1: Despejar U(s)

1 Upest . RIge 5t
U(s) (s+7> =y + et 4 0

m TmS TmS

Uq + Urest + RIOe_StU
s+1/7, T1,8(s+1/7,) T,8(s+1/7,,)

U(s) = (12.9)

Paso 2: Transformada inversa del primer y segundo término
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Estos términos ya fueron calculados en casos anteriores:

Upos
1 rest _ 1—et/™m
(e~ twatt =

Paso 3: Transformada inversa del tercer término

Para el término con el escalén:

—st
_ Rl = RIje st . o
(s + 1/7,) (s +1/7,)

Utilizando la descomposicién en fracciones parciales ya conocida:

1 1 1

Tms(s+1/7,,) T s s+ 1/7,,

Por tanto:

M = RIOG*Sto 1 — #
Tms(s+1/7,,) s s+1/71,

Aplicando el teorema del desplazamiento (segundo teorema de traslacién): si £=H{F(s)} = f(t), entonces:

LHe™ 0 F(s)} = f(t —to)H(t —t,)

Como 5’1{é—5+1l/r }:l—e’t/fm,se tiene:
1 1
L1 Testo |2 — — — |V RI (1 —e(tt)/mm] F0(t —t
{]%O6 U|:S 8+1/Tm:|} RO[ € 0 ] ( O)

Paso 4: Solucién completa

Combinando todos los términos:
u(t) = uge ™ + U (1 —e7™m) + RIy [1 — et/ mm] F0(t — )

Simplificando:

u<t) = Upest + (uO - urest)eit/‘rm + RIO [1 - ei<t7t0>/7—m] }[(t - tO)

que coincide exactamente con la solucién obtenida por convolucién.

Expandiendo la funcién escalén para t > t:

u(t) = Urest + (UO - urest)eit/q—m + RIO - ]%1067“7%)/7—m
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’U,(t) = Upest + RIO + (uO - urest>e_t/7-m - RIOe_<t_t0)/Tm

Interpretacion fisica:
La solucién Ecuacién 12.8 muestra que:
1. Antes de t,: El potencial evoluciona segtn la ecuacién homogénea, decayendo desde v hacia u

rest*

2. En t =t4: Se produce un cambio instantaneo en la corriente aplicada, pero el potencial permanece
continuo.

3. Después de t,: El potencial evoluciona hacia el nuevo equilibrio wu,., + RI,. La solucién contiene
dos exponenciales: una heredada de la condicién inicial (ug — 1, )e "™ y otra debida al salto en
la corriente —RIye(t=t0)/Tm

12.6. Caso particular: corriente tipo impulso (Delta de Dirac)

Consideremos ahora el caso en que la corriente aplicada es un impulso instantdneo en ¢t = t;, modelado
por la delta de Dirac:

I(t) = Quo(t — o)
donde @), representa la carga total inyectada instantdneamente. Este caso modela un estimulo sindptico

puntual, como el que ocurre cuando llega un potencial de accién de una neurona presinaptica.

Ejercicio 12.5. Resolver la ecuacién Ecuacién 12.6 con I(t) = Q,0(t —t,) y condicién inicial u(0) = v,

(la neurona parte del reposo). Usar la solucién general por convolucion.

Solucion. Se parte de la solucién general Ecuacién 12.7 con ug = U

R t
U(O) =t + [ T(s)e/mnds
Tm Jo

m

Sustituyendo I(t) = Qy0(t —ty):

RQ,

m

t
U(t) = Uppgy + / d(s— to)e’(t’5>/7mds
0

Utilizando la propiedad de muestreo de la delta de Dirac:

/tf<5>5(sto)ds - {f(%) s0<to <t
0

0 en otro caso

Por tanto:

Caso 1: t < t, (antes del impulso)

rest
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Caso 2: t > t, (después del impulso)

U(E) =ty + 0t/
m
Solucion completa:
Upost sit <t
u(t) = (12.10)
Upost T %e’“’tﬂ)hm sit >t

Esto se puede escribir de forma compacta como:

U(t) = gy + 220 =10 7 3 (1 1)
T,

m

Solucion. Aplicando la transformada de Laplace, la ecuacién con la transformada de Laplace es

Ecuacién 12.9 on I(t) = Qu0(t —tg) ¥ Uy = Upegt:
Urest U + R

s+ 1/1, T1,.8(s+1/7,) T.(s+1/7,)

rest

U(s) = L{Quo(t —tg)}

La transformada de la delta desplazada es: £{3(t —t,)} = e 5to.

Por tanto, el término no homogéneo debido al impulso es:

RQ0€75t0
T (8 +1/T)

Aplicando el teorema del desplazamiento con £~! {S +11/T } = e t/m:

RQqe*t R
L1 Qoe 0 | _ RQo (tto)/m g (t—to)
THL(S + l/Tm> T,

m

Combinando con los términos homogéneos (que se cancelan al ser uy = Uyeqt):

R
U(E) = Uy + o2 T Tt — 1)

m

que coincide con la solucién por convolucién.
Interpretacion fisica:
La solucién Ecuacién 12.10 muestra que:
1. Antes de t;: La neurona permanece en reposo.
2. En t =t,: Se produce un salto instantaneo en el potencial de membrana. El potencial salta a:

RQ,

m

u( O) = Uypest +
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Esta es la respuesta al impulso (impulse response) del sistema neuronal.

3. Después de t,: El potencial decae exponencialmente hacia el reposo con constante de tiempo 7,,.
Este decaimiento representa el efecto de leakage que disipa la carga inyectada.

4. Potencial postsinaptico: La solucién Ecuacién 12.10 es andloga a un potencial postsinaptico
excitatorio (EPSP) en neurociencia, donde una neurona presindptica provoca un aumento breve y

transitorio del potencial de la neurona postsinaptica.

5. Superposicién: Si la neurona recibe multiples impulsos en diferentes tiempos t,,%,, ..., t,, por

»bmo

linealidad del sistema, la respuesta total es la suma de las respuestas individuales:

R n
U(t) = Upeet + — Qe T I (t —t,)
1

Tm =

Este principio es fundamental en la integracién sinaptica neuronal.

12.7. Mecanismo de disparo (Firing threshold)

Hasta ahora hemos analizado la dindmica del potencial de membrana bajo diferentes tipos de corriente de
entrada. Sin embargo, el modelo completo Integrate-and-Fire incluye un mecanismo adicional crucial:
el umbral de disparo ug,..

12.7.1. Condicién de disparo

El modelo IFL completo se define mediante:

d
deiqz = —[U(t) - urest] + RI(t> si U(t) < Ugire
U(t) 7 Upeset si u(t) > Ufire

donde:

" ug,.: umbral de disparo (firing threshold), tipicamente ug,, ~ —55 mV

" U,..i: POtencial de reinicio tras el disparo, usualmente u U

reset — “rest

Mecanismo de funcionamiento:

La neurona integra la corriente de entrada segin la ecuacién diferencial mientras u(t) < ug,.
Cuando u(t) alcanza el umbral ug,., se registra un potencial de accién (spike)

El potencial se reinicia instantdneamente a u, ..

=W N e

La integracion continta desde este nuevo valor

12.7.2. Anailisis de disparo para corriente constante

Consideremos el caso de corriente constante I(t) = I, con u(0) = u La solucién es:

rest*

u(t) = Upest + RIO(l - e_t/Tm>

Casos segun la intensidad de la corriente:
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1. Corriente subumbral (RI; < g, — Upest):

El equilibrio v, = 1, + RI; estd por debajo del umbral. La neurona nunca dispara, permaneciendo

en un estado estacionario subumbral.
2. Corriente supraumbral (R > tge — Upest):

El equilibrio estd por encima del umbral. La neurona alcanza ug,, en un tiempo de disparo finito

tspike Que se calcula resolviendo:
Ufre = Upesy + RIO(l - e_tSpike/Tm)
Despejando:
e*tspike/fm =1— Ufire — Urest
RI,

t W RI,
spike T 'm RIO - (uﬁre - uTeSt)

Tras el disparo, la neurona se reinicia y el proceso se repite, generando una secuencia periédica

de spikes con frecuencia de disparo:

1

tspike + Trefr

f=

donde 7, es un posible periodo refractario.

refr
3. Corriente critica (RIj = Ug,e — Upest):

El equilibrio coincide exactamente con el umbral. La neurona alcanza ug,, asintéticamente (t,p, —

00), comportiandose como un bifurcacién silla-nodo.

12.7.3. Simulacién interactiva

A continuacién se presenta una simulacién interactiva del modelo IFL donde puedes explorar:

= Corriente de entrada: Constante, escalén, impulsos, o personalizada
R

= Visualizaciéon: Potencial de membrana, corriente de entrada, y tiempos de disparo

» Parametros: 7,,, Ueqt> Usires

//| echo: false

viewof params = Inputs.form({
tau_m: Inputs.range([5, 50], {value: 20, step: 1, label: " (ms)"}),
R: Inputs.range([1, 20], {value: 10, step: 0.5, label: "R (MQ)"}),
u_rest: Inputs.range([-80, -60], {value: -70, step: 1, label: "u_rest (mV)"}),
u_fire: Inputs.range([-60, -40], {value: -55, step: 1, label: "u_fire (mV)"}),
u_reset: Inputs.range([-80, -60], {value: -70, step: 1, label: "u_reset (mV)"}),
u_0: Inputs.range([-80, -40], {value: -70, step: 1, label: "u (mV) - Potencial inicial"}),
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I_type: Inputs.select(["Constante", "Escalén", "Pulsos periddicos", "Rampa", "Sigmoide", "Decaimier
{value: "Constante", label: "Tipo de corriente"}),
I_amp: Inputs.range([0, 5], {value: 2, step: 0.1, label: "Amplitud I (nA)"}),
sigma: Inputs.range([0, 1.5], {value: 0.6, step: 0.05, label: " - Volatilidad del ruido"}),
t_max: Inputs.range([50, 500], {value: 200, step: 10, label: "Tiempo simulacidén (ms)"})
1)

// Funcién para calcular la corriente segin el tipo
function getCurrentValue(t, params) {
switch(params.I_type) {
case "Constante":
return params.I_amp;
case "Escalén":
return t > 50 7 params.I_amp : O;
case "Pulsos peridédicos":
return (Math.floor(t / 40)% 2 === 0) 7 params.I_amp : O;
case "Rampa':
return Math.min(params.I_amp, params.I_amp * t / 100);
case "Sigmoide":
// Transicidén suave centrada en t_max/2 con pendiente controlada
return params.I_amp / (1 + Math.exp(-(t - params.t_max/2) / 10));
case "Decaimiento exponencial':
// Pulso exponencial que inicia en t=50ms con tau_syn=20ms
const t0O = 50;
const tau_syn = 20;
return t > t0 ? params.I_amp * Math.exp(-(t - t0) / tau_syn) : O;
case "Ruido":
// Corriente base mads ruido gaussiano (Box-Muller transform)
const I_base = params.I_amp * 0.9;
const noise_intensity = params.I_amp * params.sigma;
const ul = Math.random();
const u2 = Math.random();
const noise = Math.sqrt(-2 * Math.log(ul)) * Math.cos(2 * Math.PI * u2);
return Math.max(0, I_base + noise_intensity * noise);
default:

return 0;

// Simulacién del modelo IFL
function simulateIFL(params) {
const dt = 0.1; // paso de tiempo (ms)

const n_steps = Math.floor(params.t_max / dt);
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let t = [1;
let u = [];
let I = [];

let spikes = [];

let u_current = params.u_O;

for (let i = 0; i < n_steps; i++) {
const t_current = i * dt;

const I_current = getCurrentValue(t_current, params);

// Ecuacidén diferencial: du/dt = (-u + u_rest + R*¥I) / tau_m
const dudt = (-(u_current - params.u_rest) + params.R * I_current) / params.tau_m;

u_current += dudt * dt;

// Verificar umbral
if (u_current >= params.u_fire) {
spikes.push(t_current) ;

u_current = params.u_reset;

t.push(t_current) ;
u.push(u_current) ;

I.push(I_current);

return {t, u, I, spikes};

simulation = simulateIFL(params)

// Grafica del potencial de membrana
Plot.plot({
width: 900,
height: 400,
marginlLeft: 60,
marginBottom: 50,
x: {
label: "Tiempo (ms)",
grid: true
¥
y: 1
label: "Potencial de membrana (mV)",

domain: [params.u_rest - 10, params.u_fire + 10],
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grid: true
Fo
marks: [
// Linea del umbral
Plot.ruleY([params.u_fire], {stroke: "red", strokeDasharray: "5,5", strokeWidth: 23}),
Plot.text(["u_fire = ${params.u_fire} mV ], {
x: params.t_max * 0.9,
y: params.u_fire + 2,
fill: "red",
fontSize: 12
b,

// Linea del potencial de reposo
Plot.ruleY([params.u_rest], {stroke: "gray", strokeDasharray: "3,3"}),
Plot.text ([ u_rest = ${params.u_rest} mV'], {
x: params.t_max * 0.9,
y: params.u_rest - 2,
£ill: "gray",
fontSize: 12
b,

// Linea del potencial de reset
Plot.ruleY([params.u_reset], {stroke: "blue", strokeDasharray: "2,2", strokeWidth: 1}),
Plot.text ([ u_reset = ${params.u_reset} mvV'], {
x: params.t_max * 0.1,
y: params.u_reset - 2,
fill: "blue",
fontSize: 12
b,

// Potencial de membrana

Plot.line(simulation.t.map((t, i) => ({t, u: simulation.ulil})), {
x: "t",
y: "u",
stroke: "steelblue",
strokeWidth: 2

b,

// Marcas de spikes
Plot.dot(simulation.spikes.map(t => ({t, u: params.u_firel})), {

X: Iltll’

y: llull ,
fill: "red",
r: 5

b
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]
b

// Grafica de la corriente de entrada
Plot.plot ({
width: 900,
height: 150,
marginlLeft: 60,
marginBottom: 50,
x: {
label: "Tiempo (ms)",
grid: true
Fe
y: {
label: "Corriente I(t) (nA)",

grid: true

¥e
marks: [
Plot.line(simulation.t.map((t, i) => ({t, I: simulation.I[i]l})), {
=g Wl
y: "I,
stroke: "orange",
strokeWidth: 2
b,
Plot.ruleY([0], {stroke: "black", strokeWidth: 0.5})
]
1))

// Informacidén sobre los spikes
html <div style="margin-top: 20px; padding: 15px; background-color: #fO0f0f0; border-radius: 8px;">
<strong>Estadisticas de disparo:</strong><br>
Namero de spikes: <strong>${simulation.spikes.length}</strong><br>
${simulation.spikes.length > 1 7 °
Frecuencia promedio: <strong>${(simulation.spikes.length / (params.t_max / 1000)).toFixed(2)} Hz:
Intervalo inter-spike promedio: <strong>${((simulation.spikes[simulation.spikes.length-1] - simu
: simulation.spikes.length === 1 7 °
Tiempo del primer spike: <strong>${simulation.spikes[0].toFixed(2)} ms</strong>

<em>No se alcanzd el umbral (corriente subumbral)</em>
"}
</div>"
12.7.4. Observaciones sobre la simulacion

Experimentos sugeridos:



CAPITULO 12. MODELO DE NEURONA INTEGRATE-FIRE-LEAKAGE 104

5.

Corriente subumbral: Reduce la amplitud de corriente por debajo del valor critico y observa

cémo el potencial se estabiliza sin disparar.

. Relacién corriente-frecuencia: Con corriente constante, aumenta gradualmente I, y observa

cémo aumenta la frecuencia de disparo (curva F-I).

Respuesta a pulsos: Selecciona “Pulsos periddicos” para observar la integracion temporal de la

neurona.

Efecto de 7,,: Modifica la constante de tiempo y observa cémo afecta a la velocidad de respuesta y

la integraciéon de senales.

Umbral y excitabilidad: Varia ug,, para ver cémo cambia la excitabilidad neuronal.

Conexién con la teoria:

Cuando la corriente es constante y supraumbral, el tiempo entre spikes coincide con ¢ calculado

spike
analiticamente.

Los spikes aparecen cuando la solucién analitica u(t) cruza el umbral ug,,.

El modelo demuestra integracion temporal: estimulos débiles prolongados pueden sumarse hasta
alcanzar el umbral.

La forma exponencial de u(t) explica por qué corrientes més intensas producen frecuencias de disparo

mas altas.



Capitulo 13

Corriente con ruido: una introduccién a pro-

cesos estocasticos

Al seleccionar el tipo de corriente “Ruido” en la simulacion, se observa un fenémeno interesante: a
pesar de que la corriente fluctiia de forma aparentemente cadtica, el potencial de membrana u(t) muestra
un comportamiento relativamente suave y predecible. Esta propiedad tiene una explicacion matematica

profunda que conecta con el calculo estocastico.

El célculo estocéastico es la rama de las matematicas que estudia procesos que evolucionan en el tiempo
de forma aleatoria, extendiendo las herramientas del calculo diferencial e integral al contexto probabilistico.
A diferencia del célculo ordinario donde las trayectorias son deterministas, aqui cada “realizacién” del

proceso es diferente, pero todas siguen leyes estadisticas comunes.

(Por qué el ruido no desestabiliza completamente la neurona?
La respuesta reside en el efecto integrador del condensador en el modelo IFL. Veamos por qué:
1. El modelo con ruido como ecuacion diferencial estocastica

Cuando la corriente I(t) tiene una componente ruidosa (ruido blanco gaussiano), el modelo IFL se

convierte en una ecuacién diferencial estocastica (SDE):

1 R
du = —— (1 — uyo, )dt + 2 dW,
Tm

m
donde W, es un proceso de Wiener (movimiento browniano) y o controla la intensidad del ruido.
2. Propiedad clave: la media no se ve afectada

Aunque cada trayectoria individual u(t) es aleatoria, se puede demostrar (usando herramientas de

célculo estocdstico avanzado) que la trayectoria esperada es exactamente:

— —t/ T,
[E[U(t)] = Upegy T (uO - urest)e /
iLa misma solucién que el caso determinista sin ruido! El ruido anade variabilidad, pero no cambia
el comportamiento promedio.
3. 7, como filtro pasa-bajos
La constante de tiempo 7,, determina cuanto “suaviza” la neurona el ruido:

» Ruido rapido (fluctuaciones con periodo T' <« 7,,): El condensador las filtra eficazmente,

105
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integrandolas (promedidndolas) antes de que afecten significativamente al potencial.

= Ruido lento (fluctuaciones con periodo T' ~ 7,,): Estas componentes si afectan al potencial,
produciendo las oscilaciones visibles en la simulacién.

Este es el principio fundamental de integracién: el condensador “acumula” la informacién de

entrada a lo largo del tiempo, suavizando fluctuaciones rapidas.
4. Consecuencias para el disparo
El ruido puede tener efectos importantes:

= Disparo estocéastico: Incluso con corriente media subumbral (E[RI(t)] < tge — Upest), 128
fluctuaciones pueden ocasionalmente llevar u(t) por encima del umbral, produciendo spikes

irregulares.

= Regularizaciéon de frecuencia: Con corriente supraumbral, el ruido introduce variabilidad
en los tiempos de disparo (coeficiente de variacién CV > 0), similar a lo observado en neuronas

reales.

Conexién con matematicas avanzadas

El modelo IFL con ruido es un ejemplo del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, uno de los procesos

estocasticos mas estudiados. Para este proceso se puede demostrar:

= Tiene una distribucién estacionaria gaussiana con media u, y varianza que depende de o2 y
TTYL'
= Es ergddico: el promedio temporal de una trayectoria converge al promedio estadistico.

= La autocorrelacién decae exponencialmente con constante 7,,: Corr(u(t), u(t + At)) oc e 2 m,

Estas propiedades requieren herramientas de calculo estocéastico (lema de 1td, ecuaciones de Fokker-
Planck) que van mds alld del curso actual, pero ilustran cémo las ecuaciones diferenciales ordinarias se
extienden de forma natural al contexto estocéstico.

Observacién practica en la simulacion

Al experimentar con “Ruido”, observa que:

= El potencial fluctia alrededor de un valor medio predecible.

» Aumentar 7,, (hacer el sistema més “lento”) reduce la amplitud de las fluctuaciones visibles.

= Los spikes ocurren de forma irregular, pero con una frecuencia media que depende de la intensidad
del ruido y los pardametros del modelo.

Este comportamiento es fundamental en neurociencia computacional: las neuronas reales operan en un

régimen ruidoso, y el modelo IFL captura como la integracién temporal permite extraer senal del ruido.
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